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Introduction

Une distribution de p-plans de classe C* sur une variété M est la donnée, pour
tout point x de M, d’un sous-espace vectoriel H, de T, M, qui dépend de maniére C*>
de x. Une structure sous-riemannienne sur une variété M est un couple (H ,g) ou
‘H est une distribution sur M et g une métrique riemannienne sur H. Une variété
sous-riemannienne (M, H, g) est une variété M de classe C*°, muni d’une structure
sous-riemannienne (H, g). Les variétés sous-riemanniennes ont été étudiées ou utilisées
dans des domaines variés des mathématiques, en particulier en géométrie riemannienne,
dans la théorie des opérateurs différentiels du second ordre, dans I’étude des équations dif-
férentielles stochastiques et de la diffusion, en mécanique des contraintes non-holonomes.
Mais leur étude est aussi intéressante en elle-méme.

Dans le premier chapitre de ce mémoire nous rappelons dans le premier paragraphe
quelques définitions et quelques résultats de la géométrie différentielles et de la géométrie
riemannienne, tels que les champs de vecteurs, le crochet de Lie et groupe et algebre
de Lie, ainsi que la notion de connexion dans le cadre riemannien. Dans le deuxiéeme
paragraphe nous présentons les notions de base de la géométrie sous-riemannienne
distribution, courbe horizontale, métrique sous-riemannienne et aussi le probléme des
géodésiques.

Dans le deuxiéme chapitre et en ’absence de connexion canonique en sous-
riemannien, nous introduisons quelques connexions compatibles avec les structures sous-
riemanniennes, a savoir la connexion horizontale, la connexion 1- forme et la connexion

2-formes . Pour ces connexions, nous introduisons les notions de courbure, divergence,



torsion. Une application de ces notions est donnée dans le cas du groupe de Heisen-
berg. Plusieurs propriétés géométriques ont été obtenus en utilisant ce formalisme, en
particulier celles des géodésiques.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons une version géométrique de quelques
formalismes du calcul variationnel. Plus précisément nous considérons la notion de la
connexion 1-forme, qui est une 1-forme vue comme une connexion et aussi la notion de
la connexion 2-formes qui est aussi la 2-formes vue également comme une connexion
et nous utilisons ces deux connexions pour réécrire les équations des géodésiques pour un
probléme sous-riemannien. Classiquement, le calcul des variations concerne I’étude des
courbes optimales qui minimisent I’énergie totale "somme de 1’énergie potentielle et de
I’énergie cinétique". Il est bien connu que I’équation d’Euler-Lagrange permet de donner
une condition nécessaire d’optimalité. Les solutions de I’équation d’Euler-Lagrange sont
appelées les courbes extrémales du probléme. En fait, dans cette situation, les courbes
extrémales "sont localement minimisantes" et d’un point de vue géométrique, ce sont les
géodésiques d’une certaine connexion. Nous traitons une présentation du calcul variation-
nel pour le cas ot w est une connexion 1-forme des du type (2—1) tels que (2—3) non nulle,
I'idée est de considérer les solutions du systeme des equations d’Euler-Lagrange comme
des géodésiques pour une certaine connexion sous une certaine perturbation donnée par le
tenseur de courbure. Nous prouvons ensuite que I’équation classique de Hamilton-Jacobi

est toujours valide si le gradient est modifié par un gradient horizontal.



Chapitre 1

Notions de géométrie riemannienne

et sous-riemannienne

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions de base de la géométrie différen-

tielle, de la géométrie riemannienne et de la géométrie sous-riemannienne.

1.1 Rappels de géométrie différentielle et de géomé-

trie riemannienne

1.1.1 Champs de vecteurs

On désigne par T, M l'espace tangent a une variété M en un point z. Les espaces
tangents T, M ou x parcourt la variété M forment une variété différentiable de dimension

2n (ou n =dim M), noté T'M qui se projette canoniquement sur M. La projection
m:TM — M

associe & tout vecteur X son point d’application, c’est -a-dire un point x € M tel que

X € T,M, de sorte que T, M = 7 !(z). Les sections de cette projection, c’est -a-dire les



applications différentiables

X : M—-TM
Tz — X, reM

telles que m o X = id ie X, € T,M, s’appellent champs de vecteurs sur M. Ces
champs de vecteurs engendrent canoniquement un espace vectoriel (de dimension infinie)
qui sera désigné par x(M).

Soit ¢: I — M une courbe sur une variété M.

Définition 1.1.1 Un champ de vecteurs le long de c est une application différentiable

Vi1l —TM telle que V(t) € Ty M pour tout t € 1.

L’exemple le plus simple de champ de vecteurs le long de ¢ est le champ de vecteur
vitesse ¢ : [ — M.

On appelle dérivation sur l'algebre F>°(M) toute application linéaire D : F* (M) —
F>°(M) qui vérifie la relation de Leibniz : D(fg) = D(f)g+ fD(g). Alors tout champ de
vecteur X sur M définit une dérivation sur F>°(M) par la relation suivante : (X- f)(p) =
X(p)- f, ou dans le second membre X (p) est pris comme dérivation au sens de la définition

de F*°(M). Localement, cette formule s’écrit :

of
i L)

(X-f)(p) = Xi(p)

c’est la « dérivée de f dans la direction de X », comme il est facile de le voir dans R".
Réciproquement, toute dérivation de l'algebre F°°(M) définit un champ de vecteurs.

Donc on identifie x (M) aux dérivations de F>(M).



1.1.2 Groupes et algeébres de Lie

Définition 1.1.2 Un groupe G est un groupe de Lie(ou groupe différentiable) si les ap-

plications :
GxG@ — @
(9,h) — gh
et
G —- G
g — g

sont différentiables.

Tout élément a d’un groupe G définit a ’aide des formules

L,x = ax, R,x=xa, redG

deux applications

L,:G—{ R, G— @

appelées respectivement translation a gauche et translation & droite. Les propriétés sui-

vantes des translations sont évidentes :

L. = R, =1d, ou e 'unité du groupe G

LboLa:me RaoRb: LaoRbu LaoRb

En particulier, on voit (puisque L, o L,~1 = L,-10 L, = L,

RbOLa

idet R,o R,—1 =



R,~10R, = R, =id ) que chaque translation est une application bijective et de plus que
L' =1L,1, R‘'=R,,

pour tout élément a € G.
Définition 1.1.3 On appelle algébre de Lie une algébre G munie d’une lot multiplication
anti-commutative, c’est-a-dire que
Ty = —Yx, Vr,y € g

et telle que pour tout triple (x,y,z) de G on a la relation :

(zy)z + (yz)z + (22)y =0
dite identité de Jacobi.

Soit G une algébre associative. Le crochet de Lie de deux éléments z,y € G se définit

par la formule

[z,y] = 2y — yx.

Ceci exprime que G est une algébre de Lie pour 'opération

(z,y) — [z, 9]

Le crochet de Lie posséde les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.1 V(X,Y, Z) e I*°(M), V(\,u) € R? et Vf, g € F>*(M), on a
(X Y] =X Y
CIAX Y, Z) = AX L Z) 4+ ulY 7] et [X,AY 4 pZ] = AX Y]+ ulX L Z],
XYL 2+ Y L2, X))+ 2, [XLY] =0 (identité de Jacobi)
X gV = folX YT+ f(Xg)Y =gV )X

8



Définition 1.1.4 On dit qu'un champ de vecteurs U € x(G) est invariant ¢ gauche si

L3U = U pour tout élément v € G c’est-a-dire si

Ub = (dLa—l)ab(Uab)a a, beG

L’ expression locale du crochet de Lie est :

oY; 0X;. 0
X, Y] =(X,=— -Y,—2
XY= ( ox; 0x; )(%j
On remarque que | 32' , %_] = 0. Ceci est une caractéristique des dérivations le long

i J

de coordonnées.

Définition 1.1.5 Nous définissons alors l’algebre de Lie du groupe de Lie G, comme
étant l’espace vectoriel des champs de vecteurs invariants a gauche sur G muni du crochet
de Lie des champs de vecteurs, qui est bien interne. C’est bien une algébre de Lie (sous-

algébre de Lie de l'algébre de Lie de dimension infinie des champs de vecteurs sur G ).

1.1.3 Connexion riemannienne

Une métrique riemannienne sur une variété M est la donnée, pour tout point p € M,
d’un produit scalaire g sur 'espace tangent 7,M tel que, pour tout couple (X,Y) de

champs de vecteurs locaux sur M, la fonction p — g,(X,Y") est différentiable.

Définition 1.1.6 Soit M une variété différentiable. Une connexion (linéaire) sur M est
une application
Vi X(M) x x(M) — x(M)
( X7 Y) - VXY
vérifiant les propriétés :

(a) VxY est C*°(M)-linéaire par rapport a X :

VixitgxY = VY +9Vx,Y f.g € C™(M)

9



(b) VxY est R-linéaire par rapport ¢Y :

Vx(aYy +bY3) = aVxY; +bVxY, a,beR

(c) vérifie la régle de Leibniz :
Vx(fY)=[f VxY + X(f)Y, fe (M)

VxY est appelée la dérivée covariante de 'Y dans la direction de X.

Remarque 1.1.1 Bien que la connexion soit définie par son action sur des champs de

vecteurs globaux, il découle immédiatement de la définition que c’est un opérateur local.

Lemme 1.1.1 Soit V connexion linéaire sur M, soient X,Y sont deux champs de vec-
teurs sur M et x € M. Alors :
i) VxY, dépend seulement des valeurs de X et de'Y au voisinage de x .

it) V xY, dépends seulement des valeurs de X en x.

Proposition 1.1.2 Toute variété admet une connexion linéaire

Dans un systéme de coordonnées (zt, 22, ........ ,2") une connexion linéaire est déter-

minée par les symboles de Christoffel (Ffj) donnés par :

V,0; = 0.

ij

Lemme 1.1.2 Soit V une connexion sur M. Toute courbe ¢ : I — M , V détermine un

unique opérateur

De: x(¢) = x(e),

qui vérifie :

10



i) Linéarité sur R
D.(aV +bW) =aD.,V + bD.W, a,beR
it) Regle de Leibniz
D(fV) = fV + fD:V fec=()

D_.V est appelée dérivée covariante de V' le long de c.

Sur une variété riemannienne il existe une connexion naturelle compatible avec la
métrique riemannienne. Le lemme suivant explique ce que pourra signifier la compatiblité

entre une métrique et une connexion.

Lemme 1.1.3 Soit V une connexion sur une variété riemannienne (M, g). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1) g est compatible avec V i-e pour tout X,Y,Z on a
Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

2) Si V,W sont deux champs de vecteurs le long d’une courbe c

d
Eg(vv W) = g(DcVa W) + g(V, DCW)

3) Si V,W sont deuz champs de vecteurs paralléle long d’une courbe ¢, alors g(V, W)
est constante

4) Le transport paralléle Py, : To)M — Tyu M est une isométrie

Théoréme 1 Soit (M, g) une variété riemannienne. Alors il existe une unique connexion

sur M compatible avec g et sans torsion i-e.

VxY —VyX = [X,Y]

11



Cette connexion est appelée la connexion de Levi-Civita associée a la métrique g.

1.2 Variétés sous-riemanniennes

La géométrie sous-riemannienne a émergé dans les derniéres années comme un do-
maine de recherche a part entiére, avec des motivations et des ramifications dans plusieurs
branches des mathématiques pures et appliquées. En plus de la théorie du controle, citons
la géométrie riemannienne (dont la géométrie sous-riemannienne est une généralisation),
la mécanique non-holonome, la théorie des diffusions sur les variétés, ’analyse des opé-
rateurs hypoelliptiques ot la géométrie de Cauchy-Riemann.

Soit M une variété différentielle connexe de classe C*°. On note T'M (respectivement
T*M ) son fibré tangent (respectivement cotangent). Rappelons alors les définitions sui-

vantes :

1.2.1 Distribution horizontale

Définition 1.2.1 Une distribution horizontale 'H sur M est un sous-fibré de TM,
c’est-a-dire la donnée d’une correspondance qui x € M associe un sous espace vectoriel
H, de T, M. Une distribution H est dite de classe C* ; s’il existe une famille x de champs
de vecteurs sur M telle que H, est engendré par la famille X (x) pour tout x € M et tout
X € x. On dit qu’une distribution est réguliére si la dimension de H, est constante pour

tout x € M.

Définition 1.2.2 Une sous variété N de M est dite variété intégrale d’une distri-
bution 'H si, pour tout x € N, l’espace tangent T, N est exactement H,. Si H est C*°,
on dit qu’elle est intégrable si pour tout x € M , il existe une variété intégrale N de
H telle que x € N. Une variété intégrale connexe de 'H ; N, est dite maximale si toute
variété intégrale de rencontrant N est une sous variété ouverte de N. Soient une distri-

bution 'H et x un point de M. L’espace vectoriel engendré par H, et tous les crochets

12



de Lie [X;Y], (X;Y € H) ne dépendent que du point x. Pour chaque x de M, on dé-
finit la suite d’espaces vectoriels : H1 = H,(H2). = (H1 + >, [X,Hil)ayooory (Hi)e =
(Hi—1+ > [X,Hi])w pour k > 2, ou [X,Hy] désigne le cr()){cefziet de Lie de X € H par
tous les gg;ients de Hy_q : Cette suite est bien définie et ne dépend que de la valeur de
Hy en x. Posons ri(x) =dim(Hy), pour k > 1. La suite d’entiers ri(x) est croissante et

magorée par m.

Définition 1.2.3 On dit que H wvérifie la condition de Hormander si, pour tout
x € M, il existe un entier ko tel que rg(x) = m (m =dim(M)) pour tout k > k.
Soit H une distribution vérifiant la condition de Hormander et ko(z) le minimum des
entiers k pour lesquels ri(x) = m. Le ko-uple(ri(x), ra(x), ..., 1k, (x)) $’appelle le vecteur

de croissance en x

Définition 1.2.4 On dit que 'H vérifie la condition Hy forte si, pour tout X non nul
de H, Uespace vectoriel (H+ > [X, H|), est égal a T, M pour tout x de M. Dans ce cas,

le vecteur de croissance en x est égal & (r1(x);m) pour tout x de M.

Définition 1.2.5 (Condition de rang ) On dit que H satisfait la condition du rang
8%

(Lie(H)), = T, M, Ve e M

Définition 1.2.6 Une distribution 'H sur M sera dite tnvolutive si pour tous les champs

de vecteurs X, Y € H, le crochet de Lie [X,Y] € H.

Théoréme 2 (de Frobenius). Soit ‘H une distribution différentiable de dimension p.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. 'H intégrable

2. H involutive

13



1.2.2 Courbe horizontale

Définition 1.2.7 Une courbe horizontale est courbe absolument continue ¢ : I — M
telle que :

#(t) € Hy Vtel

Lemme 1.2.1 Soit (H,g) est une structure sous-riemannienne. Pour tout couple or-

donné (P,Q) de points de M , il existe une courbe horizontale ¢ : [a,b] — M telle que
¢la) =P et ¢(b) =Q

Définition 1.2.8 La longueur de la courbe ¢ : [a,b] — M est définie par :

L(¢) = b \/9¢(s)(¢(8),¢(5))d87
/

et l’énergie de la courbe ¢ : [a,b] — M est définie par :

1

B(0) = 5 [ 9000609 5D

1.2.3 Meétrique sous-riemannienne

Définition 1.2.9 Une forme quadratique g, définie positive sur H, s’appelle métrique

sous -riemannienne associée au systeme de champ de vecteurs Xy, X, .......... , Xy

Définition 1.2.10 Une structure sous-riemannienne (ou encore, de Carnot-Carathéodory)
sur une variété différentielle M de classe C*, est couple (H,g) d’une distribution H,C*,
satisfaisant la condition de rang munie de métrique riemannienne g(x), sur les fibrés de
cette distribution telles que l'application © — g(x) soit de classe C*. Le triplet (M, H, g)

s’appelle une variété sous-riemannienne.

1.2.4 Distance de Carnot-Carathéodory

Etant donnée une structure sous-riemannienne (M, H, g), le lemme de Chow nous

permet de définir une fonction distance d, sur M

14



do(P.Q) = inf {1(6), 6(a) = P, 6(b) = Q, é € H, |

I est clair que d, satisfait les axiomes de la distance :

dy(P,P) = 0
ds(P,Q) = dy(Q, P)
ds(P,R) < dy(P,Q)+dy(Q, R)

15



Chapitre 2

Quelques connexions associées aux

variétés sous-riemanniennes

2.1 Introduction

En général il n’existe pas en géométrie sous-riemannienne une connexion canonique
comme dans le cas de la géométrie riemannienne. Dans ce chapitre nous allons introduire
quelques types de connexions et nous étudions leurs propriétés. Nous commencons par
introduire un exemple naturel de connexion linéaire et nous introduisons ensuite un
concept de connexion en utilisant la connexion 1-forme. La connexion linéaire est un
objet géométrique qui permet de mesurer le rang de changement d’un champ de vecteurs

dans la direction d’un autre champ de vecteurs.

2.2 Connexion horizontale

Définition 2.2.1 Soient (M, H, g) une variété sous-riemannienne et E = {Ey, Es, .....E,}

une base orthonormale sur H. On définit la connexion horizontale

D:HxH-—H

16



par

(V,W) = DyW = > "V g(W, Et)Ej.

k=1
Lemme 2.2.1 La définition précédente est correcte dans le sens qu’elle ne dépend pas

de la base choisie.

Preuve. Soit £ = {El, Egy , En} une autre base orthonormale, il existe alors

une matrice A € O(n) telle que : E = AE. Alors
DyW = ng(W EWE
= ng W Ak] )AjkEj

= ZA Vg(W, Ej)E;

k,j=1

= Y (X A3)Vg(W,E)E))
o k=l

= > Vg(W,E)E;
j=1

= DyW

En particulier on peut prendre F, = X, k£ = 1,..n & condition que g soit une

métrique sous-riemannienne telle que :

g(XJ7Xk) = Ojk
d’ou
DyW = Vg(W, X)X,
k=1
ou Vet W sont deux champs vecteurs horizontaux et {Xi, Xo, ........ , X, } sont les

champs vecteurs qui engendrent H.,.

Proposition 2.2.1 D est une connexion linéaire, i.e, elle est R-linéaire par rapport a

17



ces deuzr arguments, F(M)-linéaire par rapport au premier argument, et satisfait la régle

de Leibniz de différentiation par rapport au second argument, i.e, on a :
Dy(fW) =V (/)W + fDyW, VfeF(M).

Preuve. Les deux premiéres propriétés sont évidentes. Vérifions la régle de Leibniz.

Nous avons :

Dy(fW) = Y Vg(fW, Xi)X;

_ :z;wg(vv,xmxk

- Z_Zlvumw, X)X, + fZ VoV, X)X,
VRS g(W, X Xi + FDI

_ V(f)I]iV1+ FDYW.

ol nous avons utilis¢ W = Zg(VV, X)X
k=1

Proposition 2.2.2 La connexion D est une connexion métrique, i.e.

Preuve. Soit ( X7, Xo, ........ X,,) un systéme orthonormal horizontal .Si

U=3,U/Xjalors U’ = g(U, X;).81 V =3 V'X;, alors g(U, V) = >, U'V". Avec cette

18



notation nous avons :

9DV, W) +g(V, DuW) = g(LU(V)Xi W X;) +g( VX, > UW)X;)
i=1 j=1 j=1
= Y U(VHYWI5;; 4+ S VIU(WY)by;
i=1 i=1

= SUWVHW + VU
= U(RVIW)
= Ug(V,W)

Corollaire 2.2.1 SiV € I'(H) tels que |V, est constant, alors Dy V' est perpendiculaire
aV' pour n’importe quel U € T'(H). En particulier, les courbes horizontales c(s) avec la vi-

tesse constante ont l’accélération D.c perpendiculaire a la vitesse ¢

Preuve. On pose V = W dans la proposition (2.2.2).

Le résultat suivant donne I’expression du crochet de Lie en coordonnées locales

n

Proposition 2.2.3 Soient U = Y_U'X; et V = Y. V'X; deuzx champs de vecteurs hori-
= i=1
zontaux sur H. Alors

UV — VU)X, + 3 UVI X, X

n
J=1 1,j=1

[U7 V] =

U, vl = UV -VU
= (UX)(VIX;) = (VIX;)(U'X;)
— UX,(VI)X, + UVIX,X, - VIX,(U)X, - VIU' X, X,
— U)X, + UVIX, X, - VU)X, — VIU'X, X,
= U(V)X, - VU)X, + UVI(X.X, — X,;X,)
= (U(V7) = V(U)X; — UV [X;, X]]
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2.3 Torsion de la connexion horizontale

Définition 2.3.1 On définie la torsion T de la connexion horizontale D comme une

application

T : T(H)XT(H) —T(TM)

donnée par :

T(U, V)= DyV — DyU — [U,V]
Le résultat suivant donne ’expression de la torsion en coordonnées locales

Proposition 2.3.1 Soit { X1, Xs..., X }une base orthonormale horizontale sur H, et U =
SNU'X; et V=> V'X; deux champs de vecteurs horizontauz. Alors :

k
T, V) = =X UVI[X;, X]]
ij=1
k
= —>(UVI -UV")[X;, X]]
1<j

Preuve.On calcule d’abord la différence symétrique des connexions

DyV —DyU = S UVHX, - SV (U)X,
= 2(U(V) = V(U)X

En utilisant les propositions(2.2.3)et (2.3.1), on a :

T(U,V) = DyV —DyU—[U,V]
YUV =VU)Xi = X (UVY) = V(U)X; = UV X, Xy
-2 UV [X;, X)]

La deuxiéme partie suit 'anti-symétrique du crochet de Lie.
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Remarque 2.3.1 On a :

Us Ul
i<j Ve ve

Proposition 2.3.2 La torsion T de la connexion horizontale D a les propriétés anti-

symétrique du tenseur i.e. Pour chaque U, VW € T'(H) et f € F(M), nous avons :

1) T, V)=-T(V,U)
(2) T(fUV)=[T(U,V)
(3) T, fV)=fT(U,V)
(4) 1(

T(aU + pW,V)=aT(U,V) + T (W, V), Va,B € R

Preuve.(1) En utilisant la définition de la torsion et I’anti-symétrique du crochet de
Lie
TU,V)+T(V,U) = DyV —DyU — [U,V]+ DyU — DyV — [V, U]
= —(UV]+[V,U])
=0

(2) Soit f € F(M).On a

T(fU,V) = —Z fUNVI[X;, X;]

= —fY UVI[X;, X]]

(3) de méme fagon que (2)

(4) On suit la proposition(2.3.1)ou bilinéarités du connexion D et le crochet de Lie
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2.4 Divergence horizontale

Définition 2.4.1 Soit Z un champ de vecteurs horizontale , on définit la divergence

horizontale de Z comme la trace de la connexion horizontale

divy Z = Trace(V — Dy Z)

Proposition 2.4.1 En utilisant les champs des vecteurs horizontaux, la divergence ho-

rizontale peut étre exprimée comme suit :

divie Z = > _X;(Z7)

=1
ou 4 = ZZij eH
j=1

Preuve.

divy Z = (X;, Dx,2)

( Z Q(Za Xi)X;)

Solx
2 19(Z.X0)g(X;, X))
3

9(Z, Xj)

= Zn:lXj(Zj)

Proposition 2.4.2 Si Vxf = > Xi(f)Xk, est le gradient de f, alors
k=1

diVHVXf = 2Axf
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Preuve. C’est juste un calcul qui utilise la proposition présédente

div, Vyf = i‘lxj(vxf )?
P

= > X;X;(f)
j=1
= 2Axf
2.5 Courbures
2.5.1 Courbure de Cartan
Soit x — H, =Vect,( X1, Xo, ........ X,,) une distribution horizontale sur R".

Définition 2.5.1 La connexion 1- forme est une forme w € T* R" telle que

w # 0
ker,w = H,.

Cette connexion 1-forme est unique & un multiplicatif prés.

Proposition 2.5.1 Si x — H, est une distribution non-intégrable, alors localement,

la connexion 1- forme n’est pas fermée (d w # 0).

Preuve.On suppose que w est fermée. Alors

0 = dw(U,V)=Uw(V) - Vw(U) - w(U,V])
= —w([U,V])

Pour U = X; et V = Xj, on obtent w([X;, X;]) = 0, contradiction car H non-
intégrable.

Doudw#0
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Définition 2.5.2 La courbure 2- formes de la distribution est définie par

Q: HxH—F
(X,V) — QX,Y) = dw(X,Y)

La 2- formes est aussi appelée courbure de Cartan et mesure le degré de non-

intégrabilité de la distribution horizontale.

2.5.2 Courbure sectionnelle

Définition 2.5.3 Soit m un 2-plans. La courbure sectionnelle (de Cartan) le long de
est définie comme

k. =Q(X,Y).
ot {X,Y} est un systéme orthonormal dans 7.

Lemme 2.5.1 La définition précédente est correcte dans le sens qu’elle ne dépend pas

du systéme choisie.

Preuve. Soit {X , 37} un autre systéme orthonormal dans 7 avec la méme orientation
que {X, Y} jalors
QX,Y)=Q(X,Y)
En effet si
X = aX+bY
cX +dY

~
Il
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alors

QX,Y) = QaX +bY,cX +dY)
= acQ)(X,X)+adQUX,Y) + bcQ2(Y, X) 4+ bd2(Y,Y)
= (ad —bo)QA(X,Y)

a b
= Q(X,Y)
c d
= QX,)Y)
a b
ol est une matrice orthogonale. La courbure sectionnelle est définie pour
c d

chaque plan 7 non nécessairement horizontal dans ce cas.

2.5.3 Tenseur de courbure (1,1)

Définition 2.5.4 L’application K : H — H est définie comme suit :

K(U) = iQ(Ua Ey)E,

s’appelle le tenseur de courbure (1,1), ot {E1, Es, ...... E,} est une base orthonormée

sur la métrique de Carnot-Caratheodory .

IC mesure la courbure le long de direction U, c’est en fait un tenseur parce que

IC(OélUl + OégUz) = Oé11C(U1) + CVQ’C(UQ)
K(fU) = QU Xy) Xy = fKU), VfeF

Remarque 2.5.1 La définition de K ne dépend pas du choix des bases orthonormées.
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En effet, il ya une matrice orthogonale A € O(n) tel que Ey, = Ay; X; de sorte que

Q

NE

KU) = U, A X;) Ar; X

>
Il
—_
3

(Ar)*)QUU, X)X

|
/Pﬂ:

?
—_
I

—

I
NE
jolpe
<
e
o

<.
Il
—

Définition 2.5.5 Si ¢(s) une courbe horizontale, nous définissons le champ de vecteurs

de courbure le long de ¢ comme K(¢)

Proposition 2.5.2 Dans le cas d’une variété de contact le champ de vecteurs de cour-

bure est partout non-nul le long de la courbe horizontale.

Preuve. Si ¢ est une courbe horizontale, alors

NE

K@) =

B
Il

1

Q(¢' X5, X)X

|
M=

i

1

&' QX;, Xi)X;

[
NE

o

j7 :1

Supposons IC(¢) = 0 a une certaine point p, alors ZgiﬁjQ(Xj, X,)p, = 0 pour chaque
j=1

k=1,2,..,n. S Q; =QX;, X,) alors (Qijgbj)p = 0, ce qui est un un systéme homogéne
linéaire avec une solution (iﬁp non nul, et suit cela det(£;;), = 0 (i-e © est une forme

dégénéré). C’est une contradiction (€2 est une forme fermée non-dégénérée), d’on K(¢) #

0

Définition 2.5.6 La courbure scalaire (Cartan) d’une courbe horizontale ¢(s) est la

longueur du champ de vecteurs de courbure mesure dans la métrique sous-riemannienne
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d’ou
n

F((s) = Y2, Xp)?
k=1
Le champ de vecteurs de courbure et la courbure scalaire (Cartan) peuvent étre dé-
finies pour chaque courbe pas simplement pour les courbes horizontales. Si ¢(s) est une
courbe arbitraire, on définit le champ de vecteurs de courbure pour c(s) comme K(¢)
ol é" = projuc
La relation entre les 2-formes () et la courbure directionnelle I est donné par le

résultat suivant

Proposition 2.5.3 Si g est une métrique de Carnot-Carathéodory, alors pour chaque
UWeH

Preuve.
g(U7IC(W)) = 9(U>ZQ(W,EZ)EZ)

ce qui prouve la proposition.

Corollaire 2.5.1 Si H = vect { X1, X2} on a
X1, Xp) = —g(Xy, K(Xz))
Corollaire 2.5.2 Pour chaque U,W € 'H on a la relation suivante

w([U,W]) = g(U, K(W))
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Preuve. Comme

QUW) = dw(U,W)
= w(U) —w(W) — w([U,W])
= —w([U,W])

donc

w([U,W)) = g(U,K(W)), YU,WeH

Corollaire 2.5.3 Pour chaque champ horizontal de vecteurs U on a :
g(U.KU)) =0

a savoir K(U) est normal o chaque U dans la métrique de Carnot-Carathéodory

Preuve. On pose U = W dans la proposition(2.5.2).

QU,U) = —g(U,K(U)) = 0

2.6 Applications sur le groupe de Heisenberg

2.6.1 Connexions sur le groupe de Heisenberg

Le groupe de Heisenberg de dimension 3 est un groupe de Lie nilpotent de rang 2

qu’on note H; et peut étre défini comme R? x R = {(z,¢)} muni par la loi de groupe :

(w1, 20, t) * (2, 2, ') = (x1 + 2}, 2o+ 25, t+ 1 — 2(x12, — x27)))

On considére sur R? les deux champs de vecteurs

X1 = 8961 + 2x23t, X2 == 8362 — 21’1815, (1—1)
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Soit * — H, = vect, {X;, Xy} la distribution horizontale sur R*. La connexion 1-
forme est la forme non nulle w € T*R3 telle que ker,w = H,. La forme w est unique a

un facteur multiplicatif prés. On considére dans ce qui suit la 1-forme :

w=dt — 2(xedxy — x1d22) (1-2)

Définition 2.6.1 La courbure 2-forme de la distribution H est définie par :

Q: HxH-— F(RY
(U, V)= QU, V) =dw(U, V).

(1-3)

Pour le groupe de Heisenberg la courbure 2-formes est :

Q = dw

= 4d$1 A\ dLIZ'Q.

La courbure le long de la paire de vecteurs (X7, X3) est

Q(Xl,XQ) = 4d$1/\dﬂ72(X1,X2)

_ 4 dIl(Xl) dlL’l(XQ)
a dl’g(Xl) dl‘Q(Xg)
_ 4 Xl(l‘l) Xg(l'l)
X (r2) Xa(m2)
10
=4
01
=1
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2.6.2 Courbure de la connexion

Proposition 2.6.1 Soient (H, g) une variété de Heisenberg et IKC la courbure dérivée de

la 1-forme w. Alors

g(KU), W) +g(U,K(W)) =0 (1-4)
Preuve. Pour U W € H
g(KU), W) +g(U, K(W)) =0
Nous montrons d’abord que
g(K(U), W) = QU,W) (1-5)
et a l'aide de I'anti-symétrie de 2, nous obtenons (1 — 4). En effet :

g(K(U), W) = g(%:Q(U,Xk)Xk,W)

= QU, W)
Corollaire 2.6.1 Pour tout U € H on a

Le dernier résultat suggeére que dans le cas ou la distribution a dimensions 2, la

courbure K est proportionnelle, avec une rotation d’angle 7

Définition 2.6.2 Soit S : 'H — H une application définie par
I(X1) = X, I(Xq) = - X3 (1-7)

S s’appelle la structure complexe du plan horizontal.
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On a alors

K(X1) = QX1 X2)X,
= Q(X1, X9)3(XH)

et

K(X) = Q(Xo, X)X,
— (X1, X2)S(Xa)

Nous sommes arrivés a la formule suivante pour la courbure
K{U) = Q(X1, X2)S(U), YU e H (1-8)

la matrice ;; est non dégénérée, alors K(U) # 0 pour U # 0. Si V' n’est pas un

champ de vecteurs horizontal alors la courbure peut encore étre définie comme :
K(V) =) V. X)X, (1-9)
k

Le coté de droite dépend seulement de la partie horizontale deV. En effet

Considérons le champ de vecteurs

V =V, + V3?0, + V3,
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Nous avons :

V. = V%9, +V?9,, + V39,
= VHX) — 2290;) + V(X3 + 2210;) + V30,
= VX1 4+ V2Xy + (V3 — 225 + 221)0,
= VIXi + V232X, +w(V)0,

— VH
alors :
= Q(Vi, Xi) +w(V)Q0, Xi)
=0
d’ou
K(V)=K(Vx)

2.6.3 Courbures et géodésiques sous-riemanniennes

Il est possible de prouver que la courbure scalaire de Cartan le long de chaque
courbe horizontale de vitesse d’unité sur H; est constante. En particulier, la cour-
bure scalaire le long des solutions du systéme d’Euler-Lagrange (les géodésiques sous-
riemanniennes) seront constantes. La courbure € est décrite par une matrice dans le

systéme des vecteurs{ X7, Xo} comme

0 4
-4 0

Qij = Q(XHX]) =

Soit ¢(s) = (z1(s), x2(s),t(s)) une courbe horizontale, a savoir que ¢(s) = #1(s)X; +
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%2(s)Xy. Alors le vecteur de courbure est

K@) = Q¢
Ty
)
(1-10)
0 4 T1 419
—4 0 f/f?g —4$1
= 49(2),

ol & est la structure complexe du plan .Un calcul montre que :

K (c(s) = [K(e(s)l, = 16[3(O)], = 16(i(s) + #3(s)) = 16 (1-11)

Donc la courbure est constante et égale a 4 le long de chaque courbe horizontale dont
la vitesse est 'unité

En général, les 2-formes décrivent la non-intégrabilité de la distribution horizontale.
La paire (R3 w) s’appelle une variété de contact si w A Q # 0. Dans notre cas w A 2 =
4dt Ndxy Ndxy et par conséquent, le groupe de Heisenberg devient une variété de contact.

En utilisant la connexion del-forme w nous avons :
. 1 . .
L(c,¢) = 59(0, ¢) + Ow(e), c = (x1,x2,1) (1-12)

Nous traitons maintenant un probléme de minimisation avec des contraintes données
par :

1
L(e,¢) = 59(c, ¢) + 0uw(¢)
Un calcul du systeme d’équations d’Euler-Lagrange montre que :

d oL oL

596 Do c= (x1,%2,1t) (1-13)
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oL .
(‘)_j;l = I —21‘26
0L .
a_j}2 = x2+2x19
d OL
AOL e 9ps
ds axl e 2
d OL
a oL . 903
ds 81’2 T2t o
oL
— = 201
81'1 2
oL
— = —204
81'2 1
Alors I’équation d’Euler-Lagrange
doL_or
ds 81‘1 N 8$1
devient
I = 4014
et I’équation
doL_or
ds 61'2 N 81'2
devient :
ig == —491'1

Si la vitesse de la géodésique est donnée par :

C(S) = jfl(S)Xl + i’g(S)XQ
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le systéme d’équations (1 — 14) et (1 — 15) d’Euler-Lagrange peut s’écrire comme
F1X1 + T9Xo = 40(22 X1 — 71 X5) (1-16)
Le coté droit a le sens de courbure. En effet, en utilisant le c6té droit on obtient
—0Q( X1, X5)S(¢) = —0K(¢) (1-17)

Pour le c6té gauche on considére 'accélération définie par la connexion horizontale le
long du ¢(s) :
D¢ = 22: g(¢, X)Xk
Ein) Xy + ¢(i2) X (1-18)
= 1 X1+ 32X

D’ou le systéeme des équations d’Euler-Lagrange peut étre écrit globalement comme
Dee = —0K(¢) (1-19)

Dans la géométrie sous-riemannienne 'accélération du géodésique est égale a la cour-
bure. Ceci garde la géodésique dans la distribution horizontale. Comme dans la géométrie

riemannienne, nous avons :

Corollaire 2.6.2 La longueur de la vitesse ¢ dans la métrique sous-riemannienne est

constante

Preuve. Comme D est une connexion métrique, nous avons par le corollaire (2.6.1)

= —209(K(¢), ¢)
= 0
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Chapitre 3

Formalismes variationnels et

connexions sous-riemanniennes

3.1 Introduction

La notion de géodésique est un concept qui provient du calcul des variations. Une
géodésique est une courbe telle que son énergie F = fol : |é(s)|” ds soit minimale entre
deux points données. Il ya au moins deux types de contraintes qui peuvent agir sur les
courbes : holonomes et non-holonomes (ot horizontales). L’holonome peut étre considérée
comme une contrainte dont 1’énergie est perturbée par un potentiel, c’est a dire 1’énergie

devient

E:/O (5 ) + U(e))ds.

Dans ce contexte I’équation des géodésiques est

Vee = =U/(c).
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L’autre type de contraintes, c’est a dire "non- holonome" (ot horizontale) sont des

contraintes sur la vitesse de la courbe. L’énergie minimisante est alors :

E:/O (5 6 + () ds.

Dans ce chapitre on donne une version géométrique des équations fondamentales du
calcul variationnel, & savoir, les équations d’Euler-Lagrange, les équations de Hamilton
et les équations de Hamilton-Jacobi. On considére le cas ol w est une connexion 1-
forme du type (2 — 1) tels que (2 — 3) soit non nulle. I’idée principale de ce tavail
est de considérer les solutions du systéme des équations d’Euler-Lagrange comme des
géodésiques pour une certaine connexion sous une certaine perturbation, donnée par
le tenseur de courbure défini dans le deuxiéme chapitre. Puis, on prouve qu’on peut
toujours obtenir une équation du type Hamilton-Jacobi lorsque le gradient est modifié
par un gradient horizontal.

Dans tout ce qui suit, on suppose que La distribution horizontale est donnée par le
noyau d’'une 1-forme, c’est a dire H = Kerw. Il est connu que dans ce cadre, la condition
de Frobenius est équivalente a dw # 0.Ce qui signifie que la courbure de Cartan est non
nulle. Cette condition est également équivalente & la non-intégrabilité de la distribution

H.

3.2 Probléme sous-riemannien

Considérons la distribution non-intégrable o +— H, de dimension 2 sur R?® = R%m 22) X

R;. Comme H = kerw, telle que w est la connexion 1-forme sur R3. Supposons que la

1-forme w s’écrit sous la forme

w = wldr, + widey + Widt,

avec w? # 0 de sorte que

37



w=—Ai(x)dry + As(z)dzy + di.

On peut vérifier facilement que

ou

X1 = 83;1 + Al(fl')at s X2 = 8@ — Ag([)ﬁ)@t

La connexion 2-forme est alors donnée par :

Q = dw
= —(g—‘;‘lldml + g_f;dl’g) A dxy + (g—’;}fdxl + g—’xd@) A dw

= (g—;‘; + %f)dml A dxy .

Supposons que 2 est non nulle. Alors

0A; 0A,

(X1, Xo] = _(8_:152 + B2y

)0 ¢ H

d’ou 'H est non-intégrable d’aprées le théoréeme de Frobenius.

(2-1)

(2-2)

(2-4)

On se donne une métrique g : H x H — F définie positive pour laquelle les deux

champs de vecteurs { X, Xo} soient orthonormés. g constitue alors une métrique sous

riemannienne qui est définie par Xi, Xo.

Rappelons qu'une courbe: x — ¢(s) = (z1(s), z2(s), t(s)) est horizontale si

¢(s) € Hes)- pour chaque s.
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Comme nous avons :

é(s) = (s &Cl + @9(8) 0y, + t(5)0;

A1(2)8y) + i2(s)(Xo + Ax(2)0; + £(s)0,
i (5) Xy + (£(s) — Ay ()i (s) + Ag()da(s))0s
b9 ()Xo + w(é(s))0k,

alors la courbe c est horizontale pour H ssi :

t(S) — AI(C)j,’l + AQ(C)I"Q =0. (2-5)

La longueur de c par rapport a la métrique g est :

= | Vel gt (2:6)
- [ Valr =Gy (3.1

et la distance de Carnot-Carathéodory est donnée par

d.(O,P) =inf{i(c),c(0) = O,c¢(1) = P, ¢ horizontale} (2-7)

Dans ce cadre une courbe horizontale de longueur minimale est appelée géodésique

sous-riemannienne et peut étre décrite a 'aide du formalisme de Hamiltonien comme

suit :

Introduisons la fonction de Hamilton H : T(*x t)R3 — R donnée par

H(e,0,z,t,) =

SE+ A0 + 5 (e, — Ar(a)6) (2-8)

Dans ce contexte, il est bien connu qu’en géométrie sous-riemannienne, une géodésique

entre l'origine et (z,t) est une projection sur l’espace (x,t) d’une solution du systéme
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hamiltonnien,

T = H,
t = Hy
(2-9)
e=—H,
L 0 — _Ht
avec les conditions aux limites
x(0) =t(0) =0, x(1) = x,t(1) = t, (2-10)
De I'équation
t = Hy,
nous avons :
t(s) = Ay(z)i) — Ag(w)iy (2-11)
En effet ;
t = Hy

A1($>(€1 + A1<CL’)9) — AQ(.I)(EQ — AQ(I)Q)
Aq(z)E1 — Ag(x) e

C’est-a-dire, les géodésiques sous -riemanniennes sont des courbes horizontales.

3.3 Formulation lagrangienne et connexion

Nous associerons au hamiltonien (2 —

fait une transformation de Legendre :

8), un lagrangien L : T R® — R3, qui est en

(:C7 t’ 'jj7 t‘) - (87 67 :t" t‘)?
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L(z,t,i,t) = m%x(z-:l @y + &9 Zo+ 0f — H(e,0,2,1))

= maxF(z,t,,¢,0).
g,0
Si le maximum est atteint, on aura :

O.F =0

(2-12)
OpF =0

Les équations (2 — 12) peuvent étre écrites successivement comme

jﬁl - 8€1H
iy = 0., H
t=0,H=0

i’l =&+ Al(l')@
j?g = &9 — AQ(I)@ (2—13)
t' = Al(l’) i’l — AQ(I)J]Q

En utilisant les équations (2 — 13), le lagrangien devient

L(z,t,@,1) = &1 @1 +ey g+ 0t — H(e,0,2,t)

. (2-14)
= @i+ 33 — Ay (2)0ir + Asx(2)0i + 0f — L(iF + 23)
ou 6 est une constante parce que
: 0H dH
l=——=—-=0. 2-15
ot dt ( )

En utilisant la connexion 1-forme w, on peut écrire
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L(c,é) = %g(c, &) + 00(é).

Nous traitons maintenant le probléme de minimisation avec des contraintes données par

L(c,é) = %g(c, &) + (&), (2-16)
ou ¢ = (x1,x2,1)
Le systeme d’équations d’Euler-Lagrange :
%g—i = g—i , ¢ = (21, x9,1) (2-17)
donne
g—i = i — 0A(x)
g—é; = Gy + 0Ay(2)
d%g—:i = - ea‘gf)acl - 9%@
d%@a_x[; = 3'132—1—9%;1@'1 +9%x(f)j;2
Do), o),
Alors I’équation d’Euler-Lagrange
doL_ oL
ds 0%,  O0xy

devient
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0A;  0As..

.} 2-1
9( 85[’2 + 81’1 )xZ ( 8)
et
doL_ oL
ds 81'2 N 8.1'2
devient
L 0A DA,

Si la vitesse de la géodésique est donnée par

C(S) = jﬁl(S)Xl + [t'z(S)Xz,

le systéme des équations d’Euler-Lagrange (2 — 18)et (2 — 19) peut s’écrire comme

0A1 0A,

X e X — 0
T1X1 + TaXo <8x2 9z,

— ) (9 X7 — 01 X5) (2-20)

Le coté droit a le sens de courbure. En effet, en utilisant le co6té droit on obtient

—00(X) X2)S(E) = —0K(&) (2-21)

Pour le c6té gauche qui a le sens de I'accélération défini par la connexion horizontale le
long du ¢(s)
2
Déé = Z (C Xk) k
(1) X1 + ¢(2) Xo
- j‘Zle -+ féQXg

D’ou le systéeme des équations d’Euler-Lagrange peut étre écrit globalement comme
Dic = —0K(¢) (2-22)
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Remarque 3.3.1 En géométrie riemannienne n’importe quelle courbe horizontale qui
satisfait

D=0
s’appelle géodésique mon-holonome.

Remarque 3.3.2 En géométrie sous-riemannienne l’accélération de la géodésique est

égale a la courbure.

3.4 Formulation de Hamilton-Jacobi et connexion

Lemme 3.4.1 Soit c(s) = (z1(s),z2(8),t(s)) une courbe horizontale et f € F(R3) une

fonction lisse, alors

af _ 9] V. f
— !) ‘7 2_23
ds 0Os (& Vxf) (2-23)
Preuve.
d 9 of - of . . Ofj
d]; - 6]; 651*751 6;23:2 a{t

= 5+ (0f - (@) 5)dn+ (Xaf + As(2) 5 + 5
= I+ (Xaf)ir + (Xaf)da + Grw(e)
= S 4 9(e,Vxf)

Dans ce qui suit nous devons trouver le minimum de

T

I = /%(i1(3)2 + 29(5)?)ds

0

= / L e(s) | ds

0

au-dessus du la courbe horizontale ¢(s), avec les extrémités fixes. Soit S(x,t) € F la

solution de I’ équation Hamilton-Jacobi
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0s 1 )
v — 0O) = 2-24

Considérons 'intégrale

J= / % é(s) 2 ds — . (2-25)
0

D’apres le lemme

(31é(s)]y = 52 = 9(Vx S, é)ds

g 0s
(L e(s) - vayj — (£ + 11V S)?))ds (2-26)

(Z]e(s) — VXS]E ds

2

I
O\*\o\ﬂo\ﬂ

Les intégrales I et J atteignent le minimum pour la méme courbe horizontale et ceci
donne une courbe avec la vitesse

¢=VxS (2-27)
Théoréme 3 Une courbe horizontale c(s) est minimisante pour l’énergie ssi ¢ = VxS
En utilisant la proposition (2,4,2), nous obtenons :

Corollaire 3.4.1 La divergence horizontale du flux géodésique est
divy ¢ = 2AxS (2-28)
Le hamiltonien H : T*M — R est définit comme

H(w,p) = 53 p(X0)?
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Sip=df
H(z,df) = %Xk:df(Xk)2
= %%:Xk(f)2
= 1IVx Sl

pour f =S5

1 2
Nous avons également

1

H(z,w) = §Zw(Xk)2 =0

Considérons I’énergie associée a une fonction f € F(R?) est définie comme :

H(Vxf) = H(z,df)
IV fl (2-29)
(X1 f)? + (X2f)?)

= D=

L’onde frontale est donnée par les courbes de niveau de ’énergie et elle est décrite

par I’équation d’eiconal

H(Vf)=k constante positive (2-30)

avec la condition initiale

f(0)=0 (2-31)

Si k = 0, alors la fonction constante f est égale & zéro. En effet, supposant que f n’est
pas constante. Il y a un point p tel que (grad f), # 0. Alors Y., = f~*(c) sera une

surface par p, 14 ot ¢ = f(p), alors X}, sont tangente au ) sur un voisinage de p et par
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conséquent le ) devient surface intégrale pour la distribution horizontale H autour de
p, qui est non-intégrable,contradiction. Si k # 0, considérant la géodésique commengant
par Porigine ¢(0) = O,paramétrie tels que ]é(s)|§ = 2k.Si S est Paction le long c¢(s) par

(2 — 27) nous avons

VxS

é(s),

H(VS) = 1
|

1
2
1
2
k

Soit ¢(s) une géodésique sous -riemannienne qui commence a l'origine, et soit P le
premier point conjugué avec 0 long de c(s), désigné par V(s) le champ de vecteurs de

Jacobi le long de ¢(s) et par action S(s) entre 0 et ¢(s)

Lemme 3.4.2 57 c est une courbe horizontale alors
/ w=2~0
Preuve. Soit c: [0, 1] — R?.Comme c*w est 1-forme sur R , c*w et ds sont proposionels

la fonction h(s) est donnée par

d’ou
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parce que ¢(s) € H

Proposition 3.4.1

/0 K(V(5))(S(s))ds = 0 (2-32)

ot P =c(1) et K est la courbure

Preuve. Soit ¢. = F.(c) étre une variation lisse de ¢ , tel que pour chaque € , ¢, est

une géodésique sous-riemannienne. Comme c¢. est une courbe horizontale, alors

0 = /w(c’(s))ds
0
= /w
_ / "
F(s)
d’ ol
d
— w=0~0
ds Jrs(s)
ol
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/va:()

Ou V est le champ de vecteurs de Jacobi associé a la variation ¢. Comme V' est égal a

zéro a la fin des points de ¢

/cd(z'vw) = /&ivw

= w(V)(0) —w(V)(1)

=0
Par le décomposition de Cartan

va = d(va) + Zv(dw>

et alors

qui peut aussi étre écrit comme

/0 Q(V(s),é(s))ds = 0

et en utilisant ¢ = Y @ X et ¢ (s) = X;(9), alors

QV.e) = V.Y dX;)
= ) dV, X))
= ) QV, X)X, (S)
= K(V(s))(S(s))
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d’ou
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Résumé

En I’absence d’une connexion adéquate pour la géometrie sous-riemannienne,
on s’intéresse dans ce mémoire a introduire quelques types de connexions qui
s’adaptent avec cette géométrie. On donnera, en utilisant ses notions, les
versions géométriques des équations variationnelles.

Mots clés : géométrie sous riemannienne, connexions, géodésiques, calcul de variation

Abstract

In the absence of an adequate connection for the sub-riemannian geometry, in
this memory we introduce some types of connections which are adapted with
this geometry. We’ll give, by using notions, the geometrical versions of the
variational equations.

Key words: Sub-Riemannian geometry, connection, geodesics, variational calculs
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