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Introduction

Une distribution de p-plans de classe Ck sur une variété M est la donnée, pour

tout point x de M; d�un sous-espace vectoriel Hx de TxM , qui dépend de manière C1

de x. Une structure sous-riemannienne sur une variété M est un couple (H ; g) où

H est une distribution sur M et g une métrique riemannienne sur H. Une variété

sous-riemannienne (M; H; g) est une variété M de classe C1; muni d�une structure

sous-riemannienne (H; g) : Les variétés sous-riemanniennes ont été étudiées où utilisées

dans des domaines variés des mathématiques, en particulier en géométrie riemannienne,

dans la théorie des opérateurs di¤érentiels du second ordre, dans l�étude des équations dif-

férentielles stochastiques et de la di¤usion, en mécanique des contraintes non-holonomes.

Mais leur étude est aussi intéressante en elle-même.

Dans le premier chapitre de ce mémoire nous rappelons dans le premier paragraphe

quelques dé�nitions et quelques résultats de la géométrie di¤érentielles et de la géométrie

riemannienne, tels que les champs de vecteurs, le crochet de Lie et groupe et algèbre

de Lie, ainsi que la notion de connexion dans le cadre riemannien. Dans le deuxième

paragraphe nous présentons les notions de base de la géométrie sous-riemannienne :

distribution, courbe horizontale, métrique sous-riemannienne et aussi le problème des

géodésiques.

Dans le deuxième chapitre et en l�absence de connexion canonique en sous-

riemannien, nous introduisons quelques connexions compatibles avec les structures sous-

riemanniennes, à savoir la connexion horizontale, la connexion 1- forme et la connexion

2-formes . Pour ces connexions, nous introduisons les notions de courbure, divergence,
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torsion. Une application de ces notions est donnée dans le cas du groupe de Heisen-

berg. Plusieurs propriétés géométriques ont été obtenus en utilisant ce formalisme, en

particulier celles des géodésiques.

Dans le troisième chapitre, nous donnons une version géométrique de quelques

formalismes du calcul variationnel. Plus précisément nous considèrons la notion de la

connexion 1-forme, qui est une 1-forme vue comme une connexion et aussi la notion de

la connexion 2-formes qui est aussi la 2-formes vue également comme une connexion

et nous utilisons ces deux connexions pour réécrire les équations des géodésiques pour un

problème sous-riemannien. Classiquement, le calcul des variations concerne l�étude des

courbes optimales qui minimisent l�énergie totale "somme de l�énergie potentielle et de

l�énergie cinétique". Il est bien connu que l�équation d�Euler-Lagrange permet de donner

une condition nécessaire d�optimalité. Les solutions de l�équation d�Euler-Lagrange sont

appelées les courbes extrémales du probléme. En fait, dans cette situation, les courbes

extrémales "sont localement minimisantes" et d�un point de vue géométrique, ce sont les

géodésiques d�une certaine connexion. Nous traitons une présentation du calcul variation-

nel pour le cas où ! est une connexion 1-forme des du type (2�1) tels que (2�3) non nulle,

l�idée est de considérer les solutions du système des equations d�Euler-Lagrange comme

des géodésiques pour une certaine connexion sous une certaine perturbation donnée par le

tenseur de courbure. Nous prouvons ensuite que l�équation classique de Hamilton-Jacobi

est toujours valide si le gradient est modi�é par un gradient horizontal.
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Chapitre 1

Notions de géométrie riemannienne

et sous-riemannienne

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions de base de la géométrie di¤éren-

tielle, de la géométrie riemannienne et de la géométrie sous-riemannienne.

1.1 Rappels de géométrie di¤érentielle et de géomé-

trie riemannienne

1.1.1 Champs de vecteurs

On désigne par TxM l�espace tangent à une variété M en un point x. Les espaces

tangents TxM où x parcourt la variétéM forment une variété di¤érentiable de dimension

2n (ou n =dim M), noté TM qui se projette canoniquement sur M . La projection

� : TM !M

associe à tout vecteur X son point d�application, c�est -à-dire un point x 2 M tel que

X 2 TxM , de sorte que TxM = ��1(x): Les sections de cette projection, c�est -à-dire les
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applications di¤érentiables

X : M ! TM

x! Xx x 2M

telles que � � X = id i.e Xx 2 TxM , s�appellent champs de vecteurs sur M . Ces

champs de vecteurs engendrent canoniquement un espace vectoriel (de dimension in�nie)

qui sera désigné par �(M):

Soit c : I !M une courbe sur une variété M .

Dé�nition 1.1.1 Un champ de vecteurs le long de c est une application di¤érentiable

V : I ! TM telle que V (t) 2 Tc(t)M pour tout t 2 I:

L�exemple le plus simple de champ de vecteurs le long de c est le champ de vecteur

vitesse _c : I !M:

On appelle dérivation sur l�algèbre F1(M) toute application linéaire D : F1(M)!

F1(M) qui véri�e la relation de Leibniz : D(fg) = D(f)g+fD(g). Alors tout champ de

vecteur X surM dé�nit une dérivation sur F1(M) par la relation suivante : (X� f)(p) =

X(p)� f , où dans le second membreX(p) est pris comme dérivation au sens de la dé�nition

de F1(M). Localement, cette formule s�écrit :

(X�f)(p) = Xi(p)
@f

@xi
(p);

c�est la « dérivée de f dans la direction de X » , comme il est facile de le voir dans Rn.

Réciproquement, toute dérivation de l�algèbre F1(M) dé�nit un champ de vecteurs.

Donc on identi�e �(M) aux dérivations de F1(M).
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1.1.2 Groupes et algèbres de Lie

Dé�nition 1.1.2 Un groupe G est un groupe de Lie(ou groupe di¤érentiable) si les ap-

plications :

G�G ! G

(g; h) ! gh

et

G ! G

g ! g�1

sont di¤érentiables.

Tout élément a d�un groupe G dé�nit à l�aide des formules

Lax = ax; Rax=xa; x 2 G

deux applications

La : G! G Ra : G! G

appelées respectivement translation à gauche et translation à droite. Les propriétés sui-

vantes des translations sont évidentes :

Le = Re = id; où e l�unité du groupe G

Lb � La = Lba; Ra �Rb = La �Rb; La �Rb = Rb � La

En particulier, on voit (puisque La � La�1 = La�1 � La = Le = id et Ra � Ra�1 =
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Ra�1 �Ra = Re = id ) que chaque translation est une application bijective et de plus que

L�1a = La�1 ; R�1a = Ra�1 ;

pour tout élément a 2 G:

Dé�nition 1.1.3 On appelle algèbre de Lie une algèbre G munie d�une loi multiplication

anti-commutative, c�est-à-dire que

xy = �yx; 8x; y 2 G

et telle que pour tout triple (x; y; z) de G on a la relation :

(xy)z + (yz)x+ (zx)y = 0

dite identité de Jacobi.

Soit G une algébre associative. Le crochet de Lie de deux éléments x; y 2 G se dé�nit

par la formule

[x; y] = xy � yx:

Ceci exprime que G est une algèbre de Lie pour l�opération

(x; y)! [x; y] :

Le crochet de Lie possède les propriétés suivantes :

Proposition 1.1.1 8(X;Y; Z) 2 �1(M); 8(�; �) 2 R2 et 8f; g 2 F1(M); on a

� [X ; Y ] = �[X ; Y ];

� [�X + �Y; Z] = �[X ;Z] + �[Y ; Z] et [X; �Y + �Z] = �[X ; Y ] + �[X ;Z];

� [X ; [Y ; Z]] + [Y ; [Z ;X]] + [Z ; [X ; Y ]] = 0 (identité de Jacobi)

� [fX ; gY ] = fg[X ; Y ] + f(X:g)Y � g(Y:f):X:
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Dé�nition 1.1.4 On dit qu�un champ de vecteurs U 2 �(G) est invariant á gauche si

L�xU = U pour tout élément x 2 G c�est-à-dire si

Ub = (dLa�1)ab(Uab); a; b 2 G

L�expression locale du crochet de Lie est :

[X; Y ] = (Xi
@Yj
@xi

� Yi
@Xj

@xi
)
@

@x
j

On remarque que [ @
@xi
; @
@xj
] = 0. Ceci est une caractéristique des dérivations le long

de coordonnées.

Dé�nition 1.1.5 Nous dé�nissons alors l�algèbre de Lie du groupe de Lie G, comme

étant l�espace vectoriel des champs de vecteurs invariants à gauche sur G muni du crochet

de Lie des champs de vecteurs, qui est bien interne. C�est bien une algèbre de Lie (sous-

algèbre de Lie de l�algèbre de Lie de dimension in�nie des champs de vecteurs sur G).

1.1.3 Connexion riemannienne

Une métrique riemannienne sur une variété M est la donnée, pour tout point p 2M ,

d�un produit scalaire g sur l�espace tangent TpM tel que, pour tout couple (X; Y ) de

champs de vecteurs locaux sur M , la fonction p 7! gp(X; Y ) est di¤érentiable.

Dé�nition 1.1.6 Soit M une variété di¤érentiable. Une connexion (linéaire) sur M est

une application

r : �(M)� �(M)! �(M)

( X;Y )! rXY

véri�ant les propriétés :

(a) rXY est C1(M)-linéaire par rapport à X :

rfX1+gX2Y = f rX1Y + grX2Y ; f; g 2 C1(M)
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(b) rXY est R-linéaire par rapport á Y :

rX(aY1 + bY2) = arXY1 + brXY2 a; b 2 R

(c) véri�e la règle de Leibniz :

rX(fY ) = f rXY +X(f)Y; f 2 C1(M)

rXY est appelée la dérivée covariante de Y dans la direction de X:

Remarque 1.1.1 Bien que la connexion soit dé�nie par son action sur des champs de

vecteurs globaux, il découle immédiatement de la dé�nition que c�est un opérateur local.

Lemme 1.1.1 Soit r connexion linéaire sur M , soient X;Y sont deux champs de vec-

teurs sur M et x 2M: Alors :

i)rXY=x dépend seulement des valeurs deX et de Y au voisinage de x .

ii) rXY=x dépends seulement des valeurs de X en x:

Proposition 1.1.2 Toute variété admet une connexion linéaire

Dans un système de coordonnées (x1; x2; ::::::::; xn) une connexion linéaire est déter-

minée par les symboles de Christo¤el (�kij) donnés par :

r@i@j = �
k
ij@k:

Lemme 1.1.2 Soit r une connexion sur M . Toute courbe c : I !M , r détermine un

unique opérateur

Dc : �(c)! �(c);

qui véri�e :
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i) Linéarité sur R

Dc(aV + bW ) = aDcV + bDcW; a; b 2 R

ii) Règle de Leibniz

Dc(fV ) = _fV + fDcV f 2 C1(I)

DcV est appelée dérivée covariante de V le long de c:

Sur une variété riemannienne il existe une connexion naturelle compatible avec la

métrique riemannienne. Le lemme suivant explique ce que pourra signi�er la compatiblité

entre une métrique et une connexion.

Lemme 1.1.3 Soit r une connexion sur une variété riemannienne (M; g). Les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

1) g est compatible avec r i-e pour tout X; Y; Z on a

X:g(Y; Z) = g(rXY; Z) + g(Y;rXZ)

2) Si V;W sont deux champs de vecteurs le long d�une courbe c

d

dt
g(V;W ) = g(DcV;W ) + g(V;DcW )

3) Si V;W sont deux champs de vecteurs parallèle long d�une courbe c; alors g(V;W )

est constante

4) Le transport parallèle Pt0t1 : Tc(t0)M ! Tc(t1)M est une isométrie

Théorème 1 Soit (M; g) une variété riemannienne. Alors il existe une unique connexion

sur M compatible avec g et sans torsion i-e.

rXY �rYX = [X; Y ]
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Cette connexion est appelée la connexion de Levi-Civita associée à la métrique g:

1.2 Variétés sous-riemanniennes

La géométrie sous-riemannienne a émergé dans les derniéres années comme un do-

maine de recherche a part entière, avec des motivations et des rami�cations dans plusieurs

branches des mathématiques pures et appliquées. En plus de la théorie du contrôle, citons

la géométrie riemannienne (dont la géométrie sous-riemannienne est une généralisation),

la mécanique non-holonome, la théorie des di¤usions sur les variétés, l�analyse des opé-

rateurs hypoelliptiques où la géométrie de Cauchy-Riemann.

Soit M une variété di¤érentielle connexe de classe C1. On note TM (respectivement

T �M ) son �bré tangent (respectivement cotangent). Rappelons alors les dé�nitions sui-

vantes :

1.2.1 Distribution horizontale

Dé�nition 1.2.1 Une distribution horizontale H sur M est un sous-�bré de TM ,

c�est-à-dire la donnée d�une correspondance qui x 2 M associe un sous espace vectoriel

Hx de TxM . Une distribution H est dite de classe C1 ; s�il existe une famille � de champs

de vecteurs sur M telle que Hx est engendré par la famille X(x) pour tout x 2M et tout

X 2 �. On dit qu�une distribution est régulière si la dimension de Hx est constante pour

tout x 2M .

Dé�nition 1.2.2 Une sous variété N de M est dite variété intégrale d�une distri-

bution H si, pour tout x 2 N; l�espace tangent TxN est exactement Hx. Si H est C1,

on dit qu�elle est intégrable si pour tout x 2 M , il existe une variété intégrale N de

H telle que x 2 N: Une variété intégrale connexe de H ; N , est dite maximale si toute

variété intégrale de rencontrant N est une sous variété ouverte de N: Soient une distri-

bution H et x un point de M . L�espace vectoriel engendré par Hx et tous les crochets
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de Lie [X;Y ]x (X;Y 2 H) ne dépendent que du point x. Pour chaque x de M , on dé-

�nit la suite d�espaces vectoriels : H1 = H; (H2)x = (H1 +
P
X2H

[X;H1])x; :::::; (Hk)x =

(Hk�1 +
P
X2H

[X;Hk])x pour k � 2 , où [X;Hk] désigne le crochet de Lie de X 2 H par

tous les éléments de Hk�1 : Cette suite est bien dé�nie et ne dépend que de la valeur de

Hk en x. Posons rk(x) =dim(Hk)x pour k � 1. La suite d�entiers rk(x) est croissante et

majorée par m.

Dé�nition 1.2.3 On dit que H véri�e la condition de Hörmander si, pour tout

x 2 M , il existe un entier k0 tel que rk(x) = m (m =dim(M)) pour tout k � k0.

Soit H une distribution véri�ant la condition de Hörmander et k0(x) le minimum des

entiers k pour lesquels rk(x) = m. Le k0-uple(r1(x); r2(x); ::::; rk0(x)) s�appelle le vecteur

de croissance en x

Dé�nition 1.2.4 On dit que H véri�e la condition H2 forte si, pour tout X non nul

de H, l�espace vectoriel (H+
P
[X;H])x est égal à TxM pour tout x de M . Dans ce cas,

le vecteur de croissance en x est égal à (r1(x);m) pour tout x de M .

Dé�nition 1.2.5 (Condition de rang ) On dit que H satisfait la condition du rang

si

(Lie(H))x = TxM; 8x 2M

Dé�nition 1.2.6 Une distributionH surM sera dite involutive si pour tous les champs

de vecteurs X; Y 2 H, le crochet de Lie [X; Y ] 2 H.

Théorème 2 (de Frobenius). Soit H une distribution di¤érentiable de dimension p.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. H intégrable

2. H involutive
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1.2.2 Courbe horizontale

Dé�nition 1.2.7 Une courbe horizontale est courbe absolument continue � : I ! M

telle que :

_�(t) 2 H�(t) 8t 2 I

Lemme 1.2.1 Soit (H; g) est une structure sous-riemannienne. Pour tout couple or-

donné (P;Q) de points de M , il existe une courbe horizontale � : [a; b] ! M telle que

�(a) = P et �(b) = Q

Dé�nition 1.2.8 La longueur de la courbe � : [a; b]!M est dé�nie par :

L(�) =

Z b

a

q
g�(s)( _�(s); _�(s))ds;

et l�énergie de la courbe � : [a; b]!M est dé�nie par :

E(�) =
1

2

Z b

a

g�(s)( _�(s); _�(s))ds

1.2.3 Métrique sous-riemannienne

Dé�nition 1.2.9 Une forme quadratique gx dé�nie positive sur Hx s�appelle métrique

sous -riemannienne associée au système de champ de vecteurs X1; X2;::::::::::; Xn.

Dé�nition 1.2.10 Une structure sous-riemannienne (ou encore, de Carnot-Carathéodory)

sur une variété di¤érentielleM de classe C1, est couple (H; g) d�une distribution H; C1,

satisfaisant la condition de rang munie de métrique riemannienne g(x); sur les �brés de

cette distribution telles que l�application x! g(x) soit de classe C1. Le triplet (M;H; g)

s�appelle une variété sous-riemannienne.

1.2.4 Distance de Carnot-Carathéodory

Etant donnée une structure sous-riemannienne (M;H; g), le lemme de Chow nous

permet de dé�nir une fonction distance d� sur M
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d�(P;Q) = inf
n
l(�); �(a) = P; �(b) = Q; _� 2 Hx

o
Il est clair que d� satisfait les axiomes de la distance :

d�(P; P ) = 0

d�(P;Q) = d�(Q;P )

d�(P;R) � d�(P;Q) + d�(Q;R)

15



Chapitre 2

Quelques connexions associées aux

variétés sous-riemanniennes

2.1 Introduction

En général il n�existe pas en géométrie sous-riemannienne une connexion canonique

comme dans le cas de la géométrie riemannienne. Dans ce chapitre nous allons introduire

quelques types de connexions et nous étudions leurs propriétés. Nous commencons par

introduire un exemple naturel de connexion linéaire et nous introduisons ensuite un

concept de connexion en utilisant la connexion 1-forme. La connexion linéaire est un

objet géométrique qui permet de mesurer le rang de changement d�un champ de vecteurs

dans la direction d�un autre champ de vecteurs.

2.2 Connexion horizontale

Dé�nition 2.2.1 Soient (M;H; g) une variété sous-riemannienne et E = fE1; E2; ::::::Eng

une base orthonormale sur H. On dé�nit la connexion horizontale

D : H�H ! H
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par

(V;W )! DVW =
nX
k=1

V g(W;Ek)Ek:

Lemme 2.2.1 La dé�nition précédente est correcte dans le sens qu�elle ne dépend pas

de la base choisie.

Preuve. Soit �E =
n_
E1;

_

E2; ::::::::;
_

En

o
une autre base orthonormale, il existe alors

une matrice A 2 O(n) telle que : �E = AE: Alors

_

DVW =

nX
k=1

V g(W;
_

Ek)
_

Ek

=

nX
k=1

V g(W;AkjEj)AjkEj

=
nX

k;j=1

A2kjV g(W;Ej)Ej

=
nX
j=1

((
nP
k=1

A2kj)V g(W;Ej)Ej)

=
nX
j=1

V g(W;Ej)Ej

= DVW

En particulier on peut prendre Ek = Xk, k = 1; :::n à condition que g soit une

métrique sous-riemannienne telle que :

g(Xj; Xk) = �jk

d�où

DVW =
nX
k=1

V g(W;Xk)Xk

où V et W sont deux champs vecteurs horizontaux et fX1; X2; ::::::::; Xng sont les

champs vecteurs qui engendrent Hx:

Proposition 2.2.1 D est une connexion linéaire, i.e, elle est R-linéaire par rapport à
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ces deux arguments, F(M)-linéaire par rapport au premier argument, et satisfait la règle

de Leibniz de di¤érentiation par rapport au second argument, i.e, on a :

DV (fW ) = V (f)W + fDVW; 8f 2 F(M):

Preuve. Les deux premières propriétés sont évidentes. Véri�ons la règle de Leibniz.
Nous avons :

DV (fW ) =

nX
V

k=1

g(fW;Xk)Xk

=
nX
V

k=1

(fg(W;Xk))Xk

=
nX

V (f)
k=1

g(W;Xk)Xk + f
nX
V

k=1

g(W;Xk)Xk

= V (f)
nX
k=1

g(W;Xk)Xk + fDVW

= V (f)W + fDVW:

où nous avons utilisé W =
nX
k=1

g(W;Xk)Xk .

Proposition 2.2.2 La connexion D est une connexion métrique, i.e.

Ug(V;W ) = g(DUV;W ) + g(V;DUW ); 8U; V;W 2 �(H)

Preuve. Soit ( X1; X2; ::::::::Xn) un système orthonormal horizontal .Si

U =
P

j U
jXj;alors U j = g(U;Xj):Si V =

P
V iXi; alors g(U; V ) =

P
i U

iV i: Avec cette
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notation nous avons :

g(DUV;W ) + g(V;DUW ) = g(
nP
i=1

U(V i)Xi;

nP
j=1

W jXj) + g( V
iXi;

nP
j=1

U(W j)Xj)

=
nP
i=1

U(V i)W j�ij +
nP
i=1

V iU(W j)�ij

=
nP
i=1

U(V i)W i +
nP
i=1

V iU(W i)

= U(
nP
i=1

V iW i)

= Ug(V;W )

Corollaire 2.2.1 Si V 2 �(H) tels que jV jg est constant, alors DUV est perpendiculaire

àV pour n�importe quel U 2 �(H). En particulier, les courbes horizontales c(s) avec la vi-

tesse constante ont l�accélérationD _c _c perpendiculaire à la vitesse _c

Preuve. On pose V = W dans la proposition (2:2:2):

Le résultat suivant donne l�expression du crochet de Lie en coordonnées locales

Proposition 2.2.3 Soient U =
nP
i=1

U iXi et V =
nP
i=1

V iXi deux champs de vecteurs hori-

zontaux sur H. Alors

[U; V ] =
nP
j=1

(U(V j)� V (U j))Xj +
nP

i;j=1

U iV j [Xi; Xj] :

Preuve.

[U; V ] = UV � V U

= (U iXi)(V
jXj)� (V jXj)(U

iXi)

= U iXi(V
j)Xj + U

iV jXiXj � V jXj(U
i)Xi � V jU iXjXi

= U(V j)Xj + U
iV jXiXj � V (U i)Xi � V jU iXjXi

= U(V j)Xj � V (U i)Xi + U
iV j(XiXj �XjXi)

= (U(V j)� V (U j))Xj � U iV j [Xi; Xj]
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2.3 Torsion de la connexion horizontale

Dé�nition 2.3.1 On dé�nie la torsion T de la connexion horizontale D comme une

application

T : �(H)��(H)!�(TM)

donnée par :

T (U; V ) = DUV �DVU � [U; V ]

Le résultat suivant donne l�expression de la torsion en coordonnées locales

Proposition 2.3.1 Soit fX1; X2:::; Xkgune base orthonormale horizontale surH, et U =P
U iXj et V =

P
V iXj deux champs de vecteurs horizontaux. Alors :

T (U; V ) = �
kP

i;j=1

U iV j [Xi; Xj]

= �
kP
i<j

(U iV j � U jV i) [Xi; Xj]

Preuve.On calcule d�abord la di¤érence symétrique des connexions

DUV �DVU =
P
U(V i)Xi �

P
V (U i)Xi

=
P
(U(V i)� V (U i))Xi

En utilisant les propositions(2:2:3)et (2:3:1), on a :

T (U; V ) = DUV �DVU � [U; V ]P
(U(V i)� V (U i))Xi �

P
(U(V j)� V (U j))Xj �

P
U iV j [Xi; Xj]

�
P
U iV j [Xi; Xj]

La deuxième partie suit l�anti-symétrique du crochet de Lie.
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Remarque 2.3.1 On a :

T (U; V ) = �
X
i<j

det

0@ U i U j

V i V j

1A [Xi; Xj]

Proposition 2.3.2 La torsion T de la connexion horizontale D a les propriétés anti-

symétrique du tenseur i.e.Pour chaque U; V;W 2 �(H) et f 2 F(M); nous avons :

(1) T (U; V ) = �T (V; U)

(2) T (fU; V ) = fT (U; V )

(3) T (U; fV ) = fT (U; V )

(4) T (�U + �W; V )=�T (U; V ) + �T (W;V ); 8�; � 2 R

Preuve.(1) En utilisant la dé�nition de la torsion et l�anti-symétrique du crochet de

Lie
T (U; V ) + T (V; U) = DUV �DVU � [U; V ] +DVU �DUV � [V; U ]

= �([U; V ] + [V; U ])

= 0

(2) Soit f 2 F(M):On a

T (fU; V ) = �
kX

i;j=1

(fU i)V j [Xi; Xj]

= �f
kX

i;j=1

U iV j [Xi; Xj]

= fT (U; V )

(3) de même façon que (2)

(4) On suit la proposition(2:3:1)où bilinéarités du connexion D et le crochet de Lie
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2.4 Divergence horizontale

Dé�nition 2.4.1 Soit Z un champ de vecteurs horizontale , on dé�nit la divergence

horizontale de Z comme la trace de la connexion horizontale

divH Z = Trace(V ! DVZ)

Proposition 2.4.1 En utilisant les champs des vecteurs horizontaux, la divergence ho-

rizontale peut être exprimée comme suit :

divH Z =
nX
j=1

Xj(Z
j)

où Z =
nP
j=1

ZjXj 2 H

Preuve.
divH Z =

nP
j=1

g(Xj; DXjZ)

=
nP
j=1

g(Xj;
nP
Xjg(Z;Xi)Xi)

=
nP

i;j=1

Xjg(Z;Xi)g(Xj; Xi)

=
nP
j=1

Xj g(Z;Xj)

=
nP
j=1

Xj(Z
j)

Proposition 2.4.2 Si rXf =
nP
k=1

Xk(f)Xk, est le gradient de f; alors

divH rXf = 2�Xf
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Preuve. C�est juste un calcul qui utilise la proposition présédente

divH rXf =
nP
j=1

Xj(rXf )
j

=
nP
j=1

XjXj(f)

= 2�Xf

2.5 Courbures

2.5.1 Courbure de Cartan

Soit x 7�! Hx =Vectx( X1; X2; ::::::::Xn) une distribution horizontale sur Rn.

Dé�nition 2.5.1 La connexion 1- forme est une forme ! 2 T � Rn telle que

! 6= 0

kerx ! = Hx:

Cette connexion 1-forme est unique à un multiplicatif près.

Proposition 2.5.1 Si x 7�! Hx est une distribution non-intégrable, alors localement,

la connexion 1- forme n�est pas fermée (d ! 6= 0):

Preuve.On suppose que ! est fermée. Alors

0 = d!(U; V ) = U!(V )� V !(U)� !([U; V ])

= �!([U; V ])

Pour U = Xi et V = Xj; on obtent !([Xi; Xj]) = 0; contradiction car H non-

intégrable.

D�où d ! 6= 0
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Dé�nition 2.5.2 La courbure 2- formes de la distribution est dé�nie par


 : H�H ! F

(X; Y ) 7�! 
(X; Y ) = d!(X; Y )

La 2- formes est aussi appelée courbure de Cartan et mesure le degré de non-

intégrabilité de la distribution horizontale.

2.5.2 Courbure sectionnelle

Dé�nition 2.5.3 Soit � un 2-plans. La courbure sectionnelle (de Cartan) le long de �

est dé�nie comme

k� = 
(X; Y ):

où fX; Y g est un système orthonormal dans �.

Lemme 2.5.1 La dé�nition précédente est correcte dans le sens qu�elle ne dépend pas

du système choisie.

Preuve. Soit
n _

X;
_

Y
o
un autre système orthonormal dans � avec la même orientation

que fX;Y g ;alors


(X; Y ) = 
(
_

X;
_

Y )

En e¤et si _

X = aX + bY
_

Y = cX + dY
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alors


(
_

X;
_

Y ) = 
(aX + bY; cX + dY )

= ac
(X;X) + ad
(X;Y ) + bc
(Y;X) + bd
(Y; Y )

= (ad� bc)
(X; Y )

=

������ a b

c d

������
(X;Y )
= 
(X; Y )

où

0@ a b

c d

1A est une matrice orthogonale. La courbure sectionnelle est dé�nie pour

chaque plan � non nécessairement horizontal dans ce cas.

2.5.3 Tenseur de courbure (1,1)

Dé�nition 2.5.4 L�application K : H ! H est dé�nie comme suit :

K(U) =
nX
k=1


(U;Ek)Ek;

s�appelle le tenseur de courbure (1; 1), où fE1; E2; ::::::Eng est une base orthonormée

sur la métrique de Carnot-Caratheodory .

K mesure la courbure le long de direction U; c�est en fait un tenseur parce que

K(�1U1 + �2U2) = �1K(U1) + �2K(U2)

K(fU) = 
(fU;Xk)Xk = fK(U); 8f 2 F

Remarque 2.5.1 La dé�nition de K ne dépend pas du choix des bases orthonormées.
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En e¤et, il ya une matrice orthogonale A 2 O(n) tel que Ek = AkjXj de sorte que

K(U) =
nP
k=1


(U;AkjXj)AkjXj

=
nP
k=1

(
nP
j=1

(Akj)
2)
(U;Xj)Xj

=
nP
j=1


(U;Xj)Xj

Dé�nition 2.5.5 Si �(s) une courbe horizontale, nous dé�nissons le champ de vecteurs

de courbure le long de � comme K( _�)

Proposition 2.5.2 Dans le cas d�une variété de contact le champ de vecteurs de cour-

bure est partout non-nul le long de la courbe horizontale.

Preuve. Si � est une courbe horizontale, alors

K( _�) =
nP
k=1


( _�;Xk)Xk

=
nP
k=1


( _�
j
Xj; Xk)Xk

=
nP

j;k=1

_�
j

(Xj; Xk)Xj

Supposons K( _�) = 0 a une certaine point p, alors
nP
j=1

_�
j

(Xj; Xp)p = 0 pour chaque

k = 1; 2; :::; n. Si 
ij = 
(Xi; Xj) alors (
ij _�
j
)p = 0; ce qui est un un système homogène

linéaire avec une solution _�p non nul, et suit cela det(
ij)p = 0 (i-e 
 est une forme

dégénéré). C�est une contradiction (
 est une forme fermée non-dégénérée), d�où K( _�) 6=

0

Dé�nition 2.5.6 La courbure scalaire (Cartan) d�une courbe horizontale �(s) est la

longueur du champ de vecteurs de courbure mesure dans la métrique sous-riemannienne

k(�(s)) =
���K( _�(s))���

g
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d�où

k2(�(s)) =
nX
k=1


( _�;Xk)
2

Le champ de vecteurs de courbure et la courbure scalaire (Cartan) peuvent être dé-

�nies pour chaque courbe pas simplement pour les courbes horizontales. Si c(s) est une

courbe arbitraire, on dé�nit le champ de vecteurs de courbure pour c(s) comme K( _ch)

où _ch = projH _c

La relation entre les 2-formes 
 et la courbure directionnelle K est donné par le

résultat suivant

Proposition 2.5.3 Si g est une métrique de Carnot-Carathéodory, alors pour chaque

U;W 2 H


(U;W ) = �g(U;K(W ))

Preuve.
g(U;K(W )) = g(U;

nP
i=1


(W;Ei)Ei)

=
nP
i=1


(W;Ei)g(U;Ei)

= 
(W;
nP
i=1

g(U;Ei)Ei)

= 
(W;U)

= �
(U;W );

ce qui prouve la proposition.

Corollaire 2.5.1 Si H = vect fX1; X2g on a


(X1; X2) = �g(X1; K(X2))

Corollaire 2.5.2 Pour chaque U;W 2 H on a la relation suivante

!([U;W ]) = g(U;K(W ))
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Preuve. Comme


(U;W ) = d!(U;W )

= !(U)� !(W )� !([U;W ])

= �!([U;W ])

donc

!([U;W ]) = g(U;K(W )); 8U;W 2 H

Corollaire 2.5.3 Pour chaque champ horizontal de vecteurs U on a :

g(U;K(U)) = 0

à savoir K(U) est normal à chaque U dans la métrique de Carnot-Carathéodory

Preuve. On pose U = W dans la proposition(2:5:2).


(U;U) = �g(U;K(U)) = 0

2.6 Applications sur le groupe de Heisenberg

2.6.1 Connexions sur le groupe de Heisenberg

Le groupe de Heisenberg de dimension 3 est un groupe de Lie nilpotent de rang 2

qu�on note H1 et peut être dé�ni comme R2 �R = f(x; t)g muni par la loi de groupe :

(x1; x2; t) � (x01; x02; t0) = (x1 + x01; x2 + x02; t+ t0 � 2(x1x02 � x2x01))

On considère sur R3 les deux champs de vecteurs

X1 = @x1 + 2x2@t; X2 = @x2 � 2x1@t; (1-1)
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Soit x ! Hx = vectx fX1; X2g la distribution horizontale sur R3. La connexion 1-

forme est la forme non nulle ! 2 T �R3 telle que kerx ! = Hx: La forme ! est unique à

un facteur multiplicatif près. On considère dans ce qui suit la 1-forme :

! = dt� 2(x2dx1 � x1dx2) (1-2)

Dé�nition 2.6.1 La courbure 2-forme de la distribution H est dé�nie par :


 : H�H ! F(R3)

(U; V )! 
(U; V ) = d!(U; V ).
(1-3)

Pour le groupe de Heisenberg la courbure 2-formes est :


 = d!

= 4dx1 ^ dx2:

La courbure le long de la paire de vecteurs (X1; X2) est


(X1; X2) = 4dx1 ^ dx2(X1; X2)

= 4

������ dx1(X1) dx1(X2)

dx2(X1) dx2(X2)

������
= 4

������ X1 (x1) X2 (x1)

X1 (x2) X2 (x2)

������
= 4

������ 1 0

0 1

������
= 4
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2.6.2 Courbure de la connexion

Proposition 2.6.1 Soient (H; g) une variété de Heisenberg et K la courbure dérivée de

la 1-forme !: Alors

g(K(U);W ) + g(U;K(W )) = 0 (1-4)

Preuve. Pour U;W 2 H

g(K(U);W ) + g(U;K(W )) = 0

Nous montrons d�abord que

g(K(U);W ) = 
(U;W ) (1-5)

et à l�aide de l�anti-symétrie de 
, nous obtenons (1� 4). En e¤et :

g(K(U);W ) = g(
P
k


(U;Xk)Xk;W )

=
P
k

g(Xk;W )
(U;Xk)

= 
(U;W )

Corollaire 2.6.1 Pour tout U 2 H on a

g(K(U); U) = 0 (1-6)

Le dernier résultat suggère que dans le cas où la distribution a dimensions 2, la

courbure K est proportionnelle, avec une rotation d�angle �
2

Dé�nition 2.6.2 Soit = : H ! H une application dé�nie par

=(X1) = X2; =(X2) = �X1 (1-7)

= s�appelle la structure complexe du plan horizontal.
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On a alors

K(X1) = 
(X1; X2)X2

= 
(X1; X2)=(X1)

et

K(X2) = 
(X2; X1)X1

= 
(X1; X2)=(X2)

Nous sommes arrivés à la formule suivante pour la courbure

K(U) = 
(X1; X2)=(U); 8U 2 H (1-8)

la matrice 
ij est non dégénérée, alors K(U) 6= 0 pour U 6= 0. Si V n�est pas un

champ de vecteurs horizontal alors la courbure peut encore être dé�nie comme :

K(V ) =
X
k


(V;Xk)Xk (1-9)

Le côté de droite dépend seulement de la partie horizontale deV . En e¤et

Considérons le champ de vecteurs

V = V 1@x1 + V
2@x2 + V

3@t
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Nous avons :

V = V 1@x1 + V
2@x2 + V

3@t

= V 1(X1 � 2x2@t) + V 2(X2 + 2x1@t) + V
3@t

= V 1X1 + V
2X2 + (V

3 � 2x2 + 2x1)@t
= V 1X1 + V

2X2| {z }
= VH

+ !(V )@t

= VH + !(V )@t

alors :

(V;Xk) = 
(VH + !(V )@t; Xk)

= 
(VH ; Xk) + !(V )
(@t; Xk)| {z }
=0

= 
(VH ; Xk)

d�où

K(V ) = K(VH )

2.6.3 Courbures et géodésiques sous-riemanniennes

Il est possible de prouver que la courbure scalaire de Cartan le long de chaque

courbe horizontale de vitesse d�unité sur H1 est constante. En particulier, la cour-

bure scalaire le long des solutions du système d�Euler-Lagrange (les géodésiques sous-

riemanniennes) seront constantes. La courbure 
 est décrite par une matrice dans le

système des vecteursfX1; X2g comme


ij = 
(Xi; Xj) =

0@ 0 4

�4 0

1A
Soit c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) une courbe horizontale, à savoir que _c(s) = _x1(s)X1 +
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_x2(s)X2. Alors le vecteur de courbure est

K( _c) = 
_c

= 
ij

0@ _x1

_x2

1A
=

0@ 0 4

�4 0

1A0@ _x1

_x2

1A =

0@ 4 _x2

�4 _x1

1A
= 4=( _c);

(1-10)

où = est la structure complexe du plan .Un calcul montre que :

k2(c(s) = jK( _c(s))j2g = 16 j=( _c)j
2
g = 16( _x

2
1(s) + _x22(s)) = 16 (1-11)

Donc la courbure est constante et égale à 4 le long de chaque courbe horizontale dont

la vitesse est l�unité

En général, les 2-formes décrivent la non-intégrabilité de la distribution horizontale.

La paire (R3; !) s�appelle une variété de contact si ! ^ 
 6= 0: Dans notre cas ! ^ 
 =

4dt^dx1^dx2 et par conséquent, le groupe de Heisenberg devient une variété de contact.

En utilisant la connexion de1-forme ! nous avons :

L(c; _c) =
1

2
g(c; _c) + �!( _c); c = (x1; x2; t) (1-12)

Nous traitons maintenant un problème de minimisation avec des contraintes données

par :

L(c; _c) =
1

2
g(c; _c) + �!( _c)

Un calcul du système d�équations d�Euler-Lagrange montre que :

d

ds

@L

@ _c
=
@L

@c
; c = (x1; x2; t) (1-13)
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On a

@L

@ _x1
= _x1 � 2x2�

@L

@ _x2
= _x2 + 2x1�

d

ds

@L

@ _x1
= �x1 � 2� _x2

d

ds

@L

@ _x2
= �x2 + 2� _x1

@L

@x1
= 2� _x2

@L

@x2
= �2� _x1

Alors l�équation d�Euler-Lagrange

d

ds

@L

@ _x1
=
@L

@x1

devient

�x1 = 4� _x2 (1-14)

et l�équation
d

ds

@L

@ _x2
=
@L

@x2

devient :

�x2 = �4� _x1 (1-15)

Si la vitesse de la géodésique est donnée par :

_c(s) = _x1(s)X1 + _x2(s)X2
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le systéme d�équations (1� 14) et (1� 15) d�Euler-Lagrange peut s�écrire comme

�x1X1 + �x2X2 = 4�( _x2X1 � _x1X2) (1-16)

Le côté droit a le sens de courbure. En e¤et, en utilisant le côté droit on obtient

��
(X1;X2)=( _c) = ��K( _c) (1-17)

Pour le côté gauche on considère l�accélération dé�nie par la connexion horizontale le

long du _c(s) :

D _c _c =
2P
k=1

_cg( _c;Xk)Xk

= _c( _x1)X1 + _c( _x2)X2

= �x1X1 + �x2X2

(1-18)

D�où le système des équations d�Euler-Lagrange peut être écrit globalement comme

D _c _c = ��K( _c) (1-19)

Dans la géométrie sous-riemannienne l�accélération du géodésique est égale à la cour-

bure. Ceci garde la géodésique dans la distribution horizontale. Comme dans la géométrie

riemannienne, nous avons :

Corollaire 2.6.2 La longueur de la vitesse _c dans la métrique sous-riemannienne est

constante

Preuve. Comme D est une connexion métrique, nous avons par le corollaire (2:6:1)

_cg( _c;D _c _c) = 2g(D _c _c; _c)

= �2�g(K( _c); _c)

= 0
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Chapitre 3

Formalismes variationnels et

connexions sous-riemanniennes

3.1 Introduction

La notion de géodésique est un concept qui provient du calcul des variations. Une

géodésique est une courbe telle que son énergie E =
R 1
0
1
2
j _c(s)j2 ds soit minimale entre

deux points données. Il ya au moins deux types de contraintes qui peuvent agir sur les

courbes : holonomes et non-holonomes (où horizontales). L�holonome peut être considérée

comme une contrainte dont l�énergie est perturbée par un potentiel, c�est à dire l�énergie

devient

E =

Z 1

0

(
1

2
j _c(s)j2 + U(c))ds:

Dans ce contexte l�équation des géodésiques est

r _c _c = �U=(c):
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L�autre type de contraintes, c�est à dire "non- holonome" (où horizontale) sont des

contraintes sur la vitesse de la courbe. L�énergie minimisante est alors :

E =

Z 1

0

(
1

2
j _c(s)j2 + !( _c))ds:

Dans ce chapitre on donne une version géométrique des équations fondamentales du

calcul variationnel, à savoir, les équations d�Euler-Lagrange, les équations de Hamilton

et les équations de Hamilton-Jacobi. On considère le cas où ! est une connexion 1-

forme du type (2 � 1) tels que (2 � 3) soit non nulle. L�idée principale de ce tavail

est de considérer les solutions du système des équations d�Euler-Lagrange comme des

géodésiques pour une certaine connexion sous une certaine perturbation, donnée par

le tenseur de courbure dé�ni dans le deuxième chapitre. Puis, on prouve qu�on peut

toujours obtenir une équation du type Hamilton-Jacobi lorsque le gradient est modi�é

par un gradient horizontal.

Dans tout ce qui suit, on suppose que La distribution horizontale est donnée par le

noyau d�une 1-forme, c�est à dire H = Ker!: Il est connu que dans ce cadre, la condition

de Frobenius est équivalente à d! 6= 0:Ce qui signi�e que la courbure de Cartan est non

nulle. Cette condition est également équivalente à la non-intégrabilité de la distribution

H.

3.2 Problème sous-riemannien

Considérons la distribution non-intégrable x 7! Hx de dimension 2 sur R3 = R2(x1;x2)�

Rt. Comme H = ker!, telle que ! est la connexion 1-forme sur R3: Supposons que la

1-forme ! s�écrit sous la forme

! = !1dx1 + !
2dx2 + !

3dt;

avec !3 6= 0 de sorte que
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! = �A1(x)dx1 + A2(x)dx2 + dt: (2-1)

On peut véri�er facilement que

!(X1) = !(X2) = 0;

où

X1 = @x1 + A1(x)@t ; X2 = @x2 � A2(x)@t: (2-2)

La connexion 2-forme est alors donnée par :


 = d!

= �(@A1
@x1
dx1 +

@A1
@x2
dx2) ^ dx1 + (@A2@x1

dx1 +
@A2
@x2
dx2) ^ dx

= �@A1
@x2
dx2 ^ dx1 + @A2

@x1
dx1 ^ dx2

= (@A1
@x2

+ @A2
@x1
)dx1 ^ dx2 .

(2-3)

Supposons que 
 est non nulle. Alors

[X1; X2] = �(
@A1
@x2

+
@A2
@x1

)@t =2 H (2-4)

d�où H est non-intégrable d�après le théorème de Frobenius.

On se donne une métrique g : H � H �! F dé�nie positive pour laquelle les deux

champs de vecteurs fX1; X2g soient orthonormés. g constitue alors une métrique sous

riemannienne qui est dé�nie par X1; X2.

Rappelons qu�une courbe: x �! c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) est horizontale si

_c(s) 2 Hc(s): pour chaque s:
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Comme nous avons :

_c(s) = _x1(s)@x1 + _x2(s)@x2 + _t(s)@t

= _x1(s)(X1 � A1(x)@t) + _x2(s)(X2 + A2(x)@t + _t(s)@t

= _x1(s)X1 + _x2(s)X2 + (_t(s)� A1(x) _x1(s) + A2(x) _x2(s))@t
= _x1(s)X1 + _x2(s)X2 + !( _c(s))@t;

alors la courbe c est horizontale pour H ssi :

!( _c) = _t(s)� A1(c) _x1 + A2(c) _x2 = 0: (2-5)

La longueur de c par rapport à la métrique g est :

l(c) =

Z 1

0

p
g( _c(s)); g( _c(s))ds (2-6)

=

Z 1

0

p
_x1(s)2 + _x2(s)2ds; (3.1)

et la distance de Carnot-Carathéodory est donnée par

dc(O;P ) = inf fl(c); c(0) = O; c(1) = P; c horizontaleg (2-7)

Dans ce cadre une courbe horizontale de longueur minimale est appelée géodésique

sous-riemannienne et peut être décrite à l�aide du formalisme de Hamiltonien comme

suit :

Introduisons la fonction de Hamilton H : T �(x;t)R3 ! R donnée par

H("; �; x; t; ) =
1

2
("1 + A1(x)�)

2 +
1

2
("2 � A2(x)�)2: (2-8)

Dans ce contexte, il est bien connu qu�en géométrie sous-riemannienne, une géodésique

entre l�origine et (x; t) est une projection sur l�espace (x; t) d�une solution du système
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hamiltonnien, 8>>>>>><>>>>>>:

_x = H"
�
t = H�
�
" = �Hx
�
� = �Ht

(2-9)

avec les conditions aux limites

x(0) = t(0) = 0; x(1) = x; t(1) = t; (2-10)

De l�équation

_t = H�;

nous avons :

_t(s) = A1(x) _x1 � A2(x) _x2 (2-11)

En e¤et ;

_t = H�

= A1(x)("1 + A1(x)�)� A2(x)("2 � A2(x)�)

= A1(x) _x1 � A2(x) _x2

C�est-à-dire, les géodésiques sous -riemanniennes sont des courbes horizontales.

3.3 Formulation lagrangienne et connexion

Nous associerons au hamiltonien (2 � 8); un lagrangien L : T R3 ! R3, qui est en

fait une transformation de Legendre :

(x; t; _x; _t)! ("; �; _x; _t);
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L(x; t; _x; _t) = max
";�
("1 _x1 + "2 _x2 + � _t�H("; �; x; t))

= max
";�
F (x; t; _x; "; �):

Si le maximum est atteint, on aura : 8<: @"F = 0

@�F = 0
(2-12)

Les équations (2� 12) peuvent être écrites successivement comme8>>><>>>:
_x1 = @"1H

_x2 = @"2H

_t = @�H = 0

8>>><>>>:
_x1 = "1 + A1(x)�

_x2 = "2 � A2(x)�
_t = A1(x) _x1 � A2(x) _x2

(2-13)

En utilisant les équations (2� 13), le lagrangien devient

L(x; t; _x; _t) = "1 _x1 + "2 _x2 + � _t�H("; �; x; t)

= ( _x1 � A1(x)�) _x1 + ( _x2 + A2(x)�) _x2 + � _t� 1
2
( _x21 + _x22)

= _x21 + _x22 � A1(x)� _x1 + A2(x)� _x2 + � _t� 1
2
( _x21 + _x22)

= 1
2
( _x21 + _x22) + �( _t� A1(x) _x1 + A2(x) _x2);

(2-14)

où � est une constante parce que

_� = �@H
@t

= �dH
dt

= 0: (2-15)

En utilisant la connexion 1-forme !; on peut écrire

41



L(c; _c) =
1

2
g(c; _c) + �!( _c):

Nous traitons maintenant le problème de minimisation avec des contraintes données par

L(c; _c) =
1

2
g(c; _c) + �!( _c); (2-16)

où c = (x1; x2; t)

Le système d�équations d�Euler-Lagrange :

d

ds

@L

@ _c
=
@L

@c
, c = (x1; x2; t) (2-17)

donne

@L

@ _x1
= _x1 � �A1(x)

@L

@ _x2
= _x2 + �A2(x)

d

ds

@L

@ _x1
= �x1 � �

@A1(x)

@x1
_x1 � �

@A1(x)

@x2
_x2

d

ds

@L

@ _x2
= �x2 + �

@A2(x)

@x1
_x1 + �

@A2(x)

@x2
_x2

@L

@x1
= ��@A1(x)

@x1
_x1 + �

@A2(x)

@x1
_x2

@L

@x2
= ��@A1(x)

@x2
_x1 + �

@A2(x)

@x2
_x2

Alors l�équation d�Euler-Lagrange

d

ds

@L

@ _x1
=
@L

@x1

devient
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�x1 = �(
@A1
@x2

+
@A2
@x1

) _x2 (2-18)

et
d

ds

@L

@ _x2
=
@L

@x2

devient

�x2 = ��(
@A1
@x2

+
@A2
@x1

) _x1 (2-19)

Si la vitesse de la géodésique est donnée par

_c(s) = _x1(s)X1 + _x2(s)X2;

le système des équations d�Euler-Lagrange (2� 18)et (2� 19) peut s�écrire comme

�x1X1 + �x2X2 = �(
@A1
@x2

+
@A2
@x1

)( _x2X1 � _x1X2) (2-20)

Le côté droit a le sens de courbure. En e¤et, en utilisant le côté droit on obtient

��
(X1;X2)=( _c) = ��K( _c) (2-21)

Pour le côté gauche qui a le sens de l�accélération dé�ni par la connexion horizontale le

long du _c(s)

D _c _c =
2P
k=1

_cg( _c;Xk)Xk

= _c( _x1)X1 + _c( _x2)X2

= �x1X1 + �x2X2

D�où le système des équations d�Euler-Lagrange peut être écrit globalement comme

D _c _c = ��K( _c) (2-22)
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Remarque 3.3.1 En géométrie riemannienne n�importe quelle courbe horizontale qui

satisfait

D _c _c = 0

s�appelle géodésique non-holonome.

Remarque 3.3.2 En géométrie sous-riemannienne l�accélération de la géodésique est

égale à la courbure.

3.4 Formulation de Hamilton-Jacobi et connexion

Lemme 3.4.1 Soit c(s) = (x1(s); x2(s); t(s)) une courbe horizontale et f 2 F(R3) une

fonction lisse, alors
df

ds
=
@f

@s
+ g( _c;rXf) (2-23)

Preuve.

df
ds

= @f
@s
+ @f

@x1
_x1 +

@f
@x2
_x2 +

@f
@t
_t

= @f
@s
+ (X1f � A1(x)@f@t ) _x1 + (X2f + A2(x)

@f
@t
) _x2 +

@f
@t
_t

= @f
@s
+ (X1f) _x1 + (X2f) _x2 +

@f
@t
!( _c)

= @f
@s
+ g( _c;rXf)

Dans ce qui suit nous devons trouver le minimum de

I =

�Z
0

1
2
( _x1(s)

2 + _x2(s)
2)ds

=

�Z
0

1
2
j _c(s)j2 ds

au-dessus du la courbe horizontale c(s); avec les extrémités �xes. Soit S(x; t) 2 F la

solution de l�équation Hamilton-Jacobi
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@S

@�
+
1

2
jrXSj2 = 0 , S(O) = 0 (2-24)

Considérons l�intégrale

J =

�Z
0

1

2
j _c(s)j2g ds� dS: (2-25)

D�après le lemme

J =

�Z
0

(1
2
j _c(s)j2g � @S

@s
� g(rXS; _c)ds

=

�Z
0

(1
2
j _c(s)�rXSj2g � (@S@s +

1
2
jrXSj2))ds

=

�Z
0

(1
2
j _c(s)�rXSj2g ds

(2-26)

Les intégrales I et J atteignent le minimum pour la même courbe horizontale et ceci

donne une courbe avec la vitesse

_c = rXS (2-27)

Théorème 3 Une courbe horizontale c(s) est minimisante pour l�énergie ssi _c = rXS

En utilisant la proposition (2; 4; 2); nous obtenons :

Corollaire 3.4.1 La divergence horizontale du �ux géodésique est

divH _c = 2�XS (2-28)

Le hamiltonien H : T �M ! R est dé�nit comme

H(x; p) =
1

2

X
k

p(Xk)
2
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Si p = df

H(x; df) = 1
2

P
k

df(Xk)
2

= 1
2

P
k

Xk(f)
2

= 1
2
jrXf j2

pour f = S

H(x; dS) =
1

2
jrXSj2 =

1

2
j _cj2 = 1

2

Nous avons également

H(x; !) =
1

2

X
k

!(Xk)
2 = 0

Considérons l�énergie associée à une fonction f 2 F(R3) est dé�nie comme :

H(rXf) = H(x; df)

= 1
2
jrXf j

= 1
2
((X1f)

2 + (X2f)
2)

(2-29)

L�onde frontale est donnée par les courbes de niveau de l�énergie et elle est décrite

par l�équation d�eiconal

H(rf) = k constante positive (2-30)

avec la condition initiale

f(O) = 0 (2-31)

Si k = 0, alors la fonction constante f est égale à zéro. En e¤et, supposant que f n�est

pas constante. Il y a un point p tel que (grad f)p 6= 0: Alors
P

c = f�1(c) sera une

surface par p, là où c = f(p); alors Xk sont tangente au
P

c sur un voisinage de p et par
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conséquent le
P

c devient surface intégrale pour la distribution horizontale H autour de

p, qui est non-intégrable,contradiction. Si k 6= 0; considérant la géodésique commençant

par l�origine c(0) = O;paramètrie tels que j _c(s)j2g = 2k:Si S est l�action le long c(s) par

(2� 27) nous avons
H(rS) = 1

2
jrXSj2

= 1
2
j _c(s)j2g

= k

Soit c(s) une géodésique sous -riemannienne qui commence à l�origine, et soit P le

premier point conjugué avec 0 long de c(s), désigné par V (s) le champ de vecteurs de

Jacobi le long de c(s) et par l�action S(s) entre 0 et c(s)

Lemme 3.4.2 Si c est une courbe horizontale alors

Z
c

! = 0

Preuve. Soit c : [0; 1]! R3:Comme c�! est 1-forme surR , c�! et ds sont proposionels

c�!(s) = h(s)ds

la fonction h(s) est donnée par

h(s) = c�s(!)(
d

ds
)

d�où
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Z
c

! =

Z 1

0

c�!

=

Z 1

0

h(s)ds

=

Z 1

0

c�s(!)(
d

ds
)ds

=

Z 1

0

!( _c(s))ds

= 0

parce que _c(s) 2 H

Proposition 3.4.1 Z 1

0

K(V (s))(S(s))ds = 0 (2-32)

où P = c(1) et K est la courbure

Preuve. Soit c" = F"(c) être une variation lisse de c , tel que pour chaque " , c" est

une géodésique sous-riemannienne. Comme c" est une courbe horizontale, alors

0 =

Z 1

0

!( _c(s))ds

=

Z
c"

!

=

Z
F �" (s)

!

d�où

d

ds

Z
F �" (s)

! = 0

où
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Z
c

LV ! = 0

Où V est le champ de vecteurs de Jacobi associé à la variation c" Comme V est égal à

zéro à la �n des points de c

Z
c

d(iV !) =

Z
@c

iV !

= w(V )(0)� w(V )(1)

= 0

Par le décomposition de Cartan

LV ! = d(iV !) + iV (d!)

et alors

Z
c

iV
 = 0

qui peut aussi être écrit comme

Z 1

0


(V (s); _c(s))ds = 0

et en utilisant _c =
P
_cjXj et _cj(s) = Xj(S), alors


(V; _c) = 
(V;
X

_cjXj)

=
X

_cj
(V;Xj)

=
X


(V;Xj)Xj (S)

= K(V (s))(S(s))
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d�où Z 1

0

K(V (s))(S(s))ds = 0
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Résumé 
 
En l’absence d’une connexion adéquate pour la géométrie sous-riemannienne, 
on s’intéresse dans ce mémoire à introduire quelques types de connexions qui 
s’adaptent avec cette géométrie. On donnera, en utilisant ses notions, les 
versions géométriques des équations variationnelles. 
 
Mots clés : géométrie sous riemannienne, connexions, géodésiques, calcul de variation 
 
 
 
 
 

Abstract 
 
In the absence of an adequate connection for the sub-riemannian geometry, in 
this memory we introduce some types of connections which are adapted with 
this geometry. We’ll give, by using notions, the geometrical versions of the 
variational equations. 
 
Key words: Sub-Riemannian geometry, connection, geodesics, variational calculs 
 
 
 

 
 

 ملخص
  

لھندسة الريمانية الجزئية نھتم في ھذه المذكرة بتقديم بعض أنواع في غياب مفھوم للترابط الملائم ل
 .نعطي بإستعمال تلك المفاھيم الصيغ الھندسية للمعادلات التغيراتية .ةالترابطات التي توافق ھذه الھندس

  
 حساب التغيرات زية،و،جيودالترابط،الھندسة الريمانية الجزئية :  المفاتيح
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